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序 言 

-离散数学是计算机科学中重要的基础理论之一，它4 

是培养学生慎密思维，.提高学生素质的核心课程。在离最 

♦ ♦ ♦ * 

4 4 4 4 

数学的教学中，解题方法起着特殊重要的作用。与各种基 
础数学一样解题是巩固知识，深化理解的一个必要途径, 

通过解题方法的训练，可以培养学生的综会分析和理论联 

• ♦ ♦ ♦ ♦ 

系实际的能力。 ，:, 

在离傲数学的解题方法中，除了应用演绎法，分析法， 
枚举法，归纳法等常用的方法外，还往往应用反证法，归缪 
法,对应法和构造法等一些现代数学的方法。但是试图对 
离散数学中的问题给予方法分类，几乎是不可能的，因为 
对于特定问题的解法常常因人而异1所谓仁者见仁，智者 

见智，各 抒&见 ，巧妙不同。 / 人 

我们编写本书的目的是给学习离散数学的读者，提供 
一些解蜾方法的指导 ，:并 给自学离散 軚学的 读者，在自己 
做完习题后有一个参考解答。 :一 r 

:丰书按#分类，每#分三售分 t 第 ^部分是風你 | 它是 
离散舞学％相应章节的概括，也是解答习题所涉及的课程 
范围> 相当 于是一个详细的复习提纲。第二部分是选题饷 
解，主要提供了解题方法的分析，希望读者通过选例分析 
能够举一反三，触类旁通。当然解题分析，观感不同，纵横 




剖祈，可以各有侧重。我们提供的仅是对问题概略分析和 
具体解题思路，一家之见，难成槐典。我们希望这些分析, 
使读者能略涉技苑，拓广思维，以便逐步提高分析问题和 
解决问题的能力。当然解题分析是解题步驟的思考，是审 
题后的构思，寓成于心，在题解中不必写出 D 第三部分是习 
题与解。我们除解了《离散数学> 〈上 海科学技术文献出版 
社， 1982 年)一书的全部习题外，还补充了很多增新知识, 
开柘思维，加深理解，应用实践的习题，我们的解答虽力图 
详尽，正确，但决非唯一标准。希望读者能够独立解答，提 
出更多精巧的解法。 

最后，我们要特别指出，本书仅是教学参考资料，它决 
非解题的万能钥匙，希望读者务必先学习课程，然后经过 
独立作业，再参阅解答,这样体会深刻，事半功倍。 

本书共收录选题例解 81 道，习题 647 道。习题按章 

编号，凡属原书习题，则在题目最后标以原书题号，如 
【3^ 2 ,（ 5 )】 表示原书第三章，第二节习题的第 5 题。 

本书序言，第一、二、三、四章由左孝凌撰写，第五、六 
章由李为镒撰写，第八、九章由刘永才撰写。第七章由三 
人共同撰写。 

限于诈者水平，全书疏漏难免，欢迎读者批评指正。 
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第一章命题逻辑 

A 内容提要 


1命题及其表示法 


命题能表达判断的语句，并具有确定真值的陈述句》 

真值 一 个命题总具有一个“值”，称为真值。真值只有真和 
假两种，分别记为 y 和 

原子命题 不能分解为更简单的陈述句 ，称 原子命题。 

复合命速 由联结词、标点符号和原子命題复合枸成的命题, 
称复合命题。 

命題标识符 表示命题的符号。 

命睡常量 一个命题标识符表示确定的 命题， 该标识符称作 
命题常量。 

命题变元命题标识符如仅是表示任意命题的位置标志，就 
称为命题变元。 

原子变元 当命题变元表示原子命题时，该变元称原子变元。 

a 联结词 

否定 设 p 为一命题，尸的否定是 一个新 的命題，记作1尸。 
若 p 为 ip 为$若户为巧一^为 

合取 两个命题 P 和 Q 的合取是一个复合命题 ，记作 PAQ 。 
当且仅当 P , Q 同时为 r 时， PAQ 为 r 。 在其他情况下, pAQ 的 
真值为 

析取两个命题户和0的析取是一个复合命题，记作 PVQ 。 
当且仅当尽 Q 同时为丨时， PVQ 的真值为 A 否则 i ^ VQ 的真 


值 为？％ 

条件给定两个命题？和9,其条件命题是一个复合命题, 
记作 P — Q ) 当且仅当 P 的真值为! P , Q 的真值为歹时， P^Qm 
真值为 A 否则 P — Q 的真值为 

双条件给定两个命题尸和 Q ， 其复合命題 P ^ Q t 称 作双条 
件命题；当 P 和 Q 的真值相同时，的真值为 L 否则 
的真值为 F 。 

3命题公式与翻译 

合式公式命题演算的合式公式规定为：. 

(1) 单个命题变元本身是一个合式公式； 

⑶如果 A 是合式公式，那么是合式公式； 

(3) 如果 4 和五 是合式公式，那么 （ 2 八 (AVB), (A-^ 
釣和 ( A ^ tB ) 都是合式公式； 

(4) 当且仅当能够有限次地应用（1)，（2)， （3) 所得到的包含 
命題变元，联结词和括号的符号串是合式公式。 

H 译把自然语言中的有些语句，翻译成数理逻辑中的形式 
符号。 

优先次序规定联结词运算的优先次 序为： n , a ， v , 

o 

4 真值 表与等价公式 

真值表 在命题公式中，对于分量指派真值的各种可能组合， 
就确定了这个命题公式的备种真值情况』把它汇列成表，就是命题 
公式的真 值表。 

逻辑栢等给定两个命題公式盈和设巧，… ，八力 
所有出现于2和方中的原子变元，若给 +••, P , 任一组真 
值指派,』和五的真值都相同，则称乂和£是等价的或逻辑相 
等。记作 

子公式如果 X 是合式公式 A 的一部分，且 Z 本身也是一 


个合式公式，则称 X 为公式 4 的子公式。 

定理 1-4.1 设 X 是合式公式 i 的子公式，若如果 
将4中的 X 用 K 来置换，所得公式3与公式2等价，即 

® 重言式与蕴含式 

重言式 给定一个命题公式,若无论对分量作怎样 的指派，其 
对 应的真值永为 r , 则称命题公式为重言式或永真公式。 

矛盾式 给定一个命题公式，若无论对分量作怎样的指派，其 
对应的真值永为^则称该命题为矛盾式或永假公式。 

蕴含式 当且仅当 p^q 是一个重言 式时, 称 p 蕴含 a 并记 
作 

逆换式对 p — Q 来说， Q—p 称作它的逆换式。 

反换式 对^— Q 来说， 1 Q 称作它 的反换式。 

逆反式对 P — Q 来说， IQ — np 称作它的逆反式。 

定理 1-6-1 任何两个重言式的合取或析取，仍然是一个重 
言式。 

定理 1-6.2 —个重言式，对同一分量都用任何合式公式置 
换，其结果仍为一重言式。 

定理 1-5.3 设木月为两个命题公式，乂 o 万当且仅当 
为一个重言式 P 

定理 1-5.4 设 P ， Q 为任意两个命题公式，尸分 Q 的充要条 
件是且 Q — P 。 

6其他联结词 

\ 不可兼析取 设尸和 Q 是两个命题公式，复合命题 PVQ 称 
作 P 和 Q 的不可兼析取。当且仅当 f 与 Q 的真值相异时 
为凡杏则 PVQ 为 K 

: 逆条件 设/ > 和*9是两个命题公式，复合命题称作命 
题 P 和 Q 的逆条件或条件否定。当且仅当户的真值为2% Q 的 


真值为尸时， P 二 Q 的真值为7%否则 P 4 Q 的真值为葸。 

与非设 P 和 <3是两个命題公式,复合命题 PtQ 称作 f 和 
Q 的“与非' 当且仅当 p 筘 Q 的真值都是 r 时， PtQ 的真值为 
否则 PtQ 的真值都为2% 

或非设 P 和 Q 是两个命题公式，复合命题称作 P 和 
Q 的“或非”。当且仅当 P 和 Q 的真值都为 F 时，的真值为 
r , 否则 P | Q 的真值都为 f 。 

V 的有关性质 

(1) PVQ ^ QVP ； - 

⑶ (PVQ)VS^PV(QV2i)； 

(3) PA (QVlt)^(PAQ)V(PAB)； 

⑷ (PVQ)^(PA HQ)V (IPAQ); 

(6) (PVQ)^I(P^Q )； 

⑹ FVP^F, FVP^P, TVP^~\P m 

t 的有关胜质 

(1) PfP 分一] 户； 

(2) PAQ ^( PTQ ) t ( PtQ)s 

(3rPvQ^(PtP)nQtQ )。 - " 

i 的有关性质 

(1) Pip ^-\ p , 

(2) PVQ ^( P | Q )|( P 4 Q )； 

(3) PAQ ^ KPJ ^ KQiQ )。 

最七联结词组对于任何一个命题公式，都能由仅含这些联 
结词的命@公式等价代换，而比这些联结词再少的命題公式不能 
对给定的公式 作等价 代换，这样的联结词组就是最小联结词组。 


7对偶与范式. 

对偁式在给定的命题公式 A 中，使联结词 V 变换成 A , 将 
八换成 V ,若有特殊变元 F 和 J 7 亦栢互取代，所得公式称为 
^的对偶式。 


合取范式 一 个命题公式称为合取范式，当且仅当它具有形 
式4 AAA …八儿卜>_1) & 其中…，儿都是由命题变 
元或其赉定所组成的析取式， 

析取范式一个命题公式称为析取范式，当且仅当它具有型 
式皋 V 為 V …其中為 b …，疋都是由命题变 
元或其否定所钽成的合取式 a 

小项 ra 个命题变艽的合取式，称作小项或布尔合取，其中每 
个变元与它的否定不能同时存在，但两者必须出现且仅出现一 
次。 - 

大项 、个命题变元的析取式，称作大项或布尔析取，其中每 
个变元与它的否定不能同时存在，但两者必须出现且仪出现一 
次。 


小项性质 

( t ) 每个小项当其真值指派与编码相同时，其真值为兄在其 
余7—1种指派情况下均为 

(2) 任意两个不同小项的合取式永为 

(3) 全体小项的析取式永为 r 。 

大项性质 

♦ ♦ 

(1) 每个大项当其真值指派与编码相同时，其真值为在其 
余 2" — 1种指派情況下均为 

(2) 任意两个大项的析取式为永为 r ; 

(3) 全体大项的合取式为永为 

主析取范式 对于给定的命题公式，如果有一个等价公式 7 它 
仅由小项的析取所组成，则该等价式称作原式的主析取范式。 

主合取范式 对于给定的命题公式，如果有一个等价公式，它 
仅由大项的合取所组成，则该等价式称作原式的主合取范式。 

定理 1-7.1 设2和，是对偁式， P 办…，八是出规在 
乂和幺 •中的 原子变元，则 

-ucpl p n )^cn^ hpj 

M^[Pu P aj p.) 



萣理 i - j . 会设巧， iv * 是出现在公式篮和5中的 
所有原子变元,如果乂分及则 

定理 1-7.3 在真值表中，一个公式的真值为？ 7 的指派所对 
应的小项的析取，即为此公式的主析取范式。 

定理 1-7.4 在真值表中，一个公式的真值为 P 的指派所对 
应的大项的合取，即为此公式的主合取范式。. 


* 推理理论 . 

有 效结论设2和 C ? 是两个命题公式，当且仅当为一 
重言式，郎 A ^ a 3 称 O 是 A 的有驾结论。或 O 可由2逻辑地推 
出，这里2可以有 n 个前提丑 h 丑〜…，五 

/ > 规则前提在推导过程中的任何时候都可以引入使用。 

r 规则在推导中：如果有一个或多个公式，重言蕴含着公式 
8 , 鲥公式 S 可以引入推导之中 。 

相容 假设公式丑& 丑1 …，中的命题变 元为： P a , 
••、 P ”， 对于？ i, A, +.% 八的一些真值指派，如果能使 
八… AH n 的真值为 r, 则称公式丑 ± ，丑^…，丑„是相 容的。 
不相容 假设公式丑^丑5,…，丑《中的命题变 元力: 

…, P 〜 如果对于 Pt …的每一组真值指派，使得 HiA 

H a 八…的真值均为晁则称公式丑^丑,是不相容 

的 。 1, 

直接证法 由一组前提 Y 利用一些公认的推理规则 7 裉据已知 

的等价或蕴含公式，推插得到有效的结论。常用的蕴含式和等价 
式列入表 K 和表 1-2 中。 

间接证法 

(1) 要证明丑4丑 3 八…只荽证明丑 i, 丑〜…， 
丑《 与 - K? 不相容。 

⑶要证明八…八 JT m — (: R — C 0， 如能证明 
丑3八*-./\丑"八丑今0^細证得丑!八丑沒 A … A 丑 C^~ h 7) 0 这 

个诵明称为0尸规则 0 


蕴含公式表 


公 


式 


FAQ=^P 


P^PVQ 

Q=^PVQ 

" lF ==> P -^5 

Q^P^Q 

-|( P ^5 )#P 

尸 ， AQ 

^\ P , PVQ=^Q 
P , P ^ Q^Q 

ng , p hp 

P^Q } Q^S^P^n 
PVQ，P^>B f Q->B^S 

A ^ B=^(A VC )-> ( SVC ) 

A ^ B ^( AAO )->( BAsO ) 


12 等价公式表 



式 


' FAQ^QAP 

'pvg^gv? 

iFAQ)AB^PA[QAB) 

(PV©VB^PV(«V5) 

PA(«VS)^(PAQ>V(-PA2) 

PVWA-B)^(Fvg) A(FVJK) 

v n(PA9)^nPvng 

^n(Pv«^nFA~i« 

^ PVF^P 
、 PAP^>F 
5V(PA 

sA(Pvnp^iJ 

svcpvnp)^! 1 

BA (PA 1P)^F 

、••; P->Q^\Q^'1P 

AQ) 

/P^tQ^iP^l) A(Q-^P) 

-P^g^(PAQ) V(1PA -1Q> 
、 n(PD— 


命豳逻 辑联结 词相对应的门电路如图,所芣 • 



图 1-1 


B 选题例解 

俐麵 1-1 符号化下列命题； 

C 1) 辱骂和恐吓决不是成斗； 

(2) 除非天气好，否则我是不会去公 园的； 

(3) 如果晚上做完作业且没有其他的事，他就会去看电视或 
听音乐。 

分析给定一个命題进行符号化，就是要把这个命题表达成 
合乎规定的命题表达式，因此在具体表达时，首先要列出原子命 
題，然后根据给定命翅的含义,把所设的原子命题用适当的联结词 
连结起来，在这个过程中，确定原子命题和选用联结词，主要应根 
据命题的实际含夂，而不拘泥于原句形式。如在本题 (1) 中： 实际 
含义是辱骂不是战斗，恐吓也不是战斗，辱骂和恐吓在一起也不是 
战斗; 在 (2) 中： 这个句子的实际含义是，我去公园必定是天气好, 
至于天气好是否去公园，在命題中未曾涉及。所以天气好是去公 
园的必要条件。另外在这个命题中，没有提出天气好和去公园的 
具体时间，因此仅按字面意义去列出原子命题，就将出现不完整的 
陈述旬，实际上在叙述这个命题时是有着恃定的时间，例如可设原 


子命题 P , 表芣今天天 气好; 而不是设 P 为天气好。 

此外，在命题符号化的过程中，必须住意消除自然语言中的歧 
义性，例如在 (3) 中，看电影或听音乐/可以是兼而有之，也可以是 
或此则彼。所以在进行符号翻译时，必须明确含义，以便确定是选 
用联结词 V 还是选用联结词 V 。总之，对于具有歧义性的自然 
语言，在进行命题符号化以前，必须明确含义，删除歧义，这是命题 
翮译的关键之点。 

解 (1) 设 P : 辱骂不是战斗。 

Q : 恐吓不是战斗。 

PWQ 

(2) 设巧今天天气好。 Q : 我去公园。 

Q—P 

(3) 设他晚上做完了作业。 Q : 他晚上没有其他事情 。 A 
他看电视。他听音乐。 

(P/\Q^(LVM) 

例题 1-3 证明 P -> ^ ( P ^ Q ) ^ ( P ^) 0 
- 分析这是一个蕴含式的证明题，可以用多种方法论证本題。 
首先是用直接证法，就是在假设前提为真时，推证结论为真。其次 
是反证法，即是假设蕴含式的后件为假，推证蕴含式的前件为假。 
此外还可以根据蕴含式的定义，求 ffiS — G 即需要证明条件式这— 
O 为永真。对于这三神证法，在具体证明时，又常采取列真值表 
法，逻辑推证，以及等价变换等各种不同论证方法^ 

在列真值表法中， a) 直接证法是检验在各种指派情况下，前件 
真值为 r 时，对应的后件真值是否均为 

b) 间接证法是检验在各种指派情况下 3 后件真值为 F 时，对 
应的前件真值是否均为 F。 * 

o ) 条 件永真 的方法是检验原式中蕴含式改为条件式时，公式 
的真值是否为永真。 

关于逻辑 论证: 主要是根据联结词和一些基本等价式,采用直 
接论证或皮证法，进行逻辑分析和推证。 



条件永真的证明：主要是根据基本等价公式表，对原式进行等 
价变换后,推证条件永真的铕论* 

下面给批本題的各种证明6 
证明（ I )列真值表:见表 1-3 q 


表1一3 


P Q R \ 

Q—E 

F-> 

P—Q 

p—ie 

p 

(P^g) 

: B 

i - 

nr r t 1 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T T F 

F 

F 

T i 

F 

F 

T 

TFT 

T 

T 

F ! 

T 

T 

T 

T F F 

T 

T 

: F 

F 

T 

T 

F T T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

F T ^ 

F 

T 

T 

T 

T 

T 

TFT 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

F F 3? 

♦ 

i 

T 

T 

T I 

T 

T 
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从真值表 1- S 上观察： 

a ) 直接 证法： i 5 —( Q — 丑)的真值为； T (有七神），其对应指派 
下 ( p — q )— 的真值均为 r . 

b ) 反 证法： （ P — Q )— CP — B ) 的真值为 F ( 有 一种乂 其对应 
指派下的真侮的卩 • 

0) 条件永 真式： 从表上看 （ P —( Q — a ))—(( P — Q )—( P — 

fl )) 的真值都为 A 即为永真式。 

(II) 逻辑推证 

I 

a ) 直接证法设 Po ( Q — iJ ) 为 T 7 , 则 

(1) P 为: P , Q — 丑为 T , 有三种 情况： 

① ？为乙 Q 为尹， R 为 则 CF ^ Q ) m ( P — 月)为。 

@ P : 为 T ， Q 为 F ， i ； 为;^则 （ PiQ )40 P -^ R ) 为； T 。 

③ m <5为^及为尾则 （ f — Q ) —( Poi ；) 为 r o 

(2) 若！\为1 ( Q ^ B ) 为 A 则 P 为圹 Q 为八 B 为'所 

以 ( P -> 切为 L 为 R 得 (P—(P^iO 为 2^ 



⑶ 若 P 为 F , ( Q + R ) 为 t 则： 

① 尸为 A Q 为 A 五为八得 ( P — Kh 抝为 A 

② P 为 A Q 为 A JJ 为兄得 ( P — Q )4( P 4 ji ) 为 r 。 

③ P 为 A Q 为 il 为咒得(: P — Q )—( P — B ) 为 r 。 

综上各点，当 P ->(& i ?) 为？ 7 时，必有 CP —©0( 尸—初为 A 

b ) 间接证法：设 ( P — Q ) — ( P — ii ) 为 F ， 则必有 P — Q 为 
A P -> i 2 为 F ， 故得 P 为7\ Q 为 A ij 为 P 。 所以尸 —( Q — 五) 
为 A 

( III ) 等价变换 


胎 (P— (Q^))^( (P^Q)^ (P^R )) 

e ( npv(nQv 只 )）—（（ npvQ )—( np 、/ fl )) 

^n(npvnQv^)vcnn^vQ)vnpvii)) 

^CPAQAHi?)V((PAnQ) Vn-PVii ； 

^(PAQAl^)V(nPV^VP) AHQVlPViJ)) 

^CPAQAl^Vn^VlQVS) 

钤 CPA $ 八 ] 月 ） V ^1(PAQA ~| 及）玲 r 

例涯 1-3 证明{二， IV 不是最小联结词组。 

分析一个最小的联结词组，必须是功能完备的，即是对任何 
命题公式，可用最小联结词组中所包含的联结词所组成的等价式 
表达。而且对最小联结词中，删除任何一个联 结词， 就不能把所有 
的命题公式表达出来。本题要证明{二， n > 不是最小联结词组，可 
证明仅有二，两种联结词，不能表达所有命题公式。考虑到两 
个变元所形成的命题公式共有 2 Si = 16 个彼此不等价的公式，因 
此如用1两种联结词，对两个变元不断的结合，如能产生16 
个独立的式子，则 n > 可能是最小联结 词组。 如果生成不到 
16个独立式子，则{2, 1} 必不是最小联结词组。 

证明设变元 p ， a 用连结词二，]作用于尺 Q 得到： P , 
Q > ~1 尸， IQ , PZ ^ Q , Q ^ Po 但 

p ), ( p ^ p )^ c ，故实 际有： ’ 

p , 仏 -| i >, IQ , p ^ r ( T ) ( A ) 


用 n 作用于 (i) 类 , 得到扩大的公式类（包括原公式类 ); 

P , Q , ~] P , 1 Q , 刁 ( CQ ), IV 尾 
用 t 作用于 （2) 类 得到： 

p^p(n, dQ 玲 n(p ^®， 

P^(i^Q ) 妗 Q, dP^LP) 铪 P ， 

<fe±-[P 台 -I(p^q), q^~\Q^F, 

n-p^^Qop^Q, np^rcp^Q)^-]©, 
n Q^T^Q, (P^Q)^ (P^P) ^>GQ 。 

因此 （2) 类使用 g 运弇后，仍在 CB ) 类中。 

对 CB ) 类便用]运 算得： 

~1P, IQ, P, Q, P^a F, T r n TOQ), 

仍在 OB) 类中。 

对⑦)类使用竺运 算得： 

p ^ q , p ^ hp ^ p 二 -[ 抑 n(d 

p^n (p^q) ^-|Q. p^t^p, 卜汄 

松 -| P^| CP^Q) ， m Q# 

松刁 ( P ^ Q )^ P 7 Q ^ T^Q 
公攻轉刁弘 0^：( P ^ Q )^ P o 

ip^n (p^q) ^Q f 

^(P^Q)^T^ (P^IQ) t 

n (j^q) 

, -\(P^Q^P^Q)^K 

(P^Q) ^>P^1Q 9 



故由 CB ) 类 使用； i 运算后，结果仍在 ( B ) 中。 

由上证 明：用 式1两个联 结敗 反复作用在两个变元的公 
式中，结果只能产生 ( J ?) 类中的公式，总共仅八个不同公式，故 
1} 不能是功能完备的，更不能是最小联结词组。 

例题 1-4 求的主析取范 
式与主合取范式。 

分祈求给定命 i 公式的主析取范式与主合取范式，逋常有 
两种方法，即列表法和公式推导法。 

( I ) 列表法 

列出给定公式的真值表，其真值为 J 7 的指派所对应的小项析 
取，即为此公式的主析取范式。同理，其真值为 F 的指派所对应 
的大项的合取，即为此公式的主合取范式。 

( II ) 公式推导法 

在应用公式推导法时，首先要将公式中的条件和双条 件联结 
词化去,使整个公式化归为祈取范式,然后删去其中所有的永假析 
取项，再将析取式中重复出现的合取项和相同的变元合井, fi 后对 
合垠项添加没有出现的命题变? t , 就是合取 OPvIP ), 经过化简 
整理，即可得到主析取范式。 

对于求主合取范式的方法，基本与上述相同。只是在开始时， 
将公式化归为合取范式，在添加项时，要析取永假式 ( p /\ n . p )。 

此外，利用主范式的编码方法，在求出主析取范式的编码后， 
可立即写 出主合 取范式的编码。对于给定 n 个变元的命题公式，其 
2 和 XI 对应的编码共有 y 项。在应用编码表迖时，需特别注意的 
是大项编码对应的指派与小项编码对应的指派情況 ■相 反。 

解（ I )列表法见表14。设 

裉据真值表中 s 真值为 r 的指派，所对应的小项析取即为 s 
的主析取范式，由表可知： 

50(2 八刀八 C 0 V (刁 4八15八刁0) 

同理, S 具值为 P 的指派 ，所 对应的大项合取即为主合取范式 。所 


表 i 4 
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BB 

A^(BaO) , 

WjgM 


i 屯 n^/\nc) 
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T 
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瓦 i 

F 



T 

■1 

T 

F 

T 
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WSm 
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以有 

h(^]A\/ B\/ ^\oy AC\AW BVO) 

八（乂 V—l^V 一 ]0) 八（么 V—^VCQ 八 C4V^V~1C7) 

(II) 公式推导法 

S^(A^(BhO))K ("l^n^AIO) 

(五八 co 八 n^n^A nco) 

^ ACC^I^A1Cr)^n^> 

钤 (w (SAC))A(^V(-|^A1G)) 

八 （(£ VO) v» 

0((12 八 n 召八 ICO V (乂 A_B 八 o )) 八 n^V^VO) 

^(C]A^-[B^^]0 > A(-\A\/B\/C)) 

W((AhSAO)AC\AVBVO)) 

分 HA 八 ] B 八 ] COV (A 八 BM7) 

V ™ 2 o » t 

又 

(A->(BAO))A HA^nBAlO)) 

^HAV (BAO)) A(AV HBA10)) 
A((BVC)V^A) 

^(^lAVB)AnAVO)A (A\/-\B} 
A(A^-\C)A(^\A\/BVO) 

on^v^va)An^v-BV~i<?) AH^v^va ； 
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入 （—IAV —JBVO) 八 （ AV 1 另 VCr) 
A(AVlBVlO)A(^VBVlO) 
A(AVlMVlO)AnAVBVO) 
<^(-IAVBVO)A ~]0) 

A (l^V ~lBVO)A (AVIJ^VO) 

A (A VVlO) A (AVBVIO) 

A A 況 110 A -^oio A^fon A 3fooa 

_ Hu3.4 T ff,6 

本题用公式推导时，当求出主析取范式的编码表达式后可直 
接利用编码关系，解出主合取范式。即： 

(A^(BAO))AnA^(-IBA-lO)) 

<^(~IAA^IBAlO) V (AASAO) 

^^ooo V 2 otT 

^Hl T 2,3,4 J Ef Q^^/cK)! A 八 ^ttll A 财 ICO A -AflOlA 

^("]AVBVO)A (1AVBV lo) A (1AV l^BVO) 

A (AV l^V O) A (AV V 1^) A(AV^VIO) 

V 例题 1-5 甲、乙、丙、丁四个人有且仅有两人参加围祺优胜 
比赛。关于谁参加竞赛，下列四种判断都是正 确时： 

(1) 甲和乙只有一人参加！ 

(2) 丙参加，丁必 参加； 

(3) 乙或丁至多参加 一人； 

(4) 丁 不参加 ，甲 也不会参加。 

请推出哪两个人参加了围祺优胜比赛。 

分析 这是一个逻辑推理的题目，要求从四个人中，推断出其 
中两个人参加竞赛。题设条件给出了四种情况，因此可先把原题 
表达成一个合取范式 & 为了要推证结果，需先将合取范式化为主 
析取范式，这样每个小项就是一种可能产生的结杲^由于题目条 
件是有且仅有两人参加比赛 ，故在 主析取范式中，可将不符题意的 
小项删除，其剩下的即为所求的可能结果。 

在推证本题过程中，首先是设好作为前提的命题。其次，在化 


简时要尽量利用 PVlPor 以及 y VPoP 这两个等价关系式, 
以使化简过程中的项数尽量减少，这样就能简化推证过程，迅速得 
到结果。 

解设盜：甲参加了竞赛。 B , 乙参加了竞赛。 
o , 丙参加了竞赛。 D : 丁参加了竞赛。 

依照題意有 

CC^A 7iB)V(-\AAB)) A(O-^D) A(H^V ID) 

但（(2八-1方)7〈~!4人5))1 ' 

VC - ! 

A ~ I 召） A ( A \/ ^] B )) 

， y ({~] A \/ B ) AClAAB )) 

勞益 A 』） 

^ A \7^ 

〆 

故原題为 

(C^A ~1B) V HAAB))A (O^D) 

a (w id ) a n ^ n - i ) 

^((^ A "1 B ) VCl ^ A ^)) A ( ncvD ) - 

A (- \£\/-ID)a(DV^A) 
^(( AA -] BA ^ O ) V ( AA ~ lBAD ) 
V (-\ AABA - iG ) S /(^\ AABAD )) 
A(n^AB)V(nBA"]A)V(lI>AlA)) 
<^(AA~\BA~\CAD)V(AA'~IBAD) 
VClAABA ^ GA ^ l })^ 

但根据题意条件，有且仅有两人参加竞赛，故 H 4 A 丑八 HGA 
切为 A 
所 W 只有 

( AA -] BA ~] OM )) V < iAA - iBAV)^T . 

即甲，丁参加了围棋比赛。. 
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例超 1 〜 6 用推理规则论证下述问鼴。 _ 

或者是天晴,或者是下爾。如果是天晴，我去看电影。如果我 
去看电影，我就不看书。所以，如果我在看书，则夫在下雨。 

分析用推理规则进行逻辑论证，可用直接证明和间接证明 
等不同方法。在对问题论证前，必须先列出前提和结论。对于直 
接证法，首先假设前提为真，推证结论为真6对于间接证法，一般 
有两种方法：即把结论的赉定作为附加前提，推庇它与前提不相 
容;另一种方法是当结论为条件式时，可把条件式的前件作为附加 
前提，以推证条件武的后件为真,这就是0^规则。 

在应用推理规则征明时，需特别注意的是在推従每一步时，只 
能应用假设前提規则）或者是根据给定的等价公式表和蕴含公 
式表，以及在前面每步推证所得到的结果 ( r 规则）。只有这箜可 
作为推证的根据，除此之外都不能拃为推证依据&特别是不能象 
在等价推演时，可省略一些推证步骤,否则部要视作推理证明的逻 
辑错误。 

在本题中给定的前_有三个 式子： 其中一个是祈取式,两个是 
条件式 c 结论也是条件故如应用 gp 规则进行推证时最为简 
单 & 当然本题也可应用直接证法或其他反证法^在推证本题时, 
要注意的是前提的析取式，它是一个不可兼析敢式。因为或者天 
晴， 或者下雨，从本題的上下文看，应该是不可兼析取。此外本通 
的推证，对题设时间无关，但为了列出命题的需要，可把天晴，下雨 
等假设在某一具体时间，以使论证更趋慎密,合理。 j 

解设 A 今天天晴。 尽今夭 下雨。 

E , 我去着电影。 B : 我去看书。 

本题符号 化为： 

SVE, S—E ， 

因为 SVR ^~\ ( S ^ Jt ) 

故本题为 刁⑺弍五)， S ^ E } E ^ S ^ B^R 

(1) 宜接证法 

( 1 ) ^ 




⑶ s^r (iyi\ e 

⑶ A (2)T f M 

< A ) ~\ R^S ( B ) T . I 

<5) S—E J> 


(6) ~] R ^£! ⑷ (5) ^ T 

( 7 ) p 


(s) n 及 —n 乃 

(9) B^R 

CH) 间接证法 

a) (1 〕 

(2〕 S^R 

(3) 08—]i?) 八 （-Jii— 
⑷ ^{ R~>S 

(5) H (B^E) 

(6) BAIiS 

( 7 ) B 

( S ) 一|丑 

⑼及 

(10) 8 —E 


⑹ (T)T, I 
( S ) T , S 

P 

(1) T r E 

(2) T f E 

( 3 ) T r I 

P (附加前提) 
(5) T , E 

S ^) T } I 
Xe ) T f I 

⑷⑻！ P ". 

P 


CH ) ^ 

( 12 ) E^~\B 

㈣ ] 5 

(14) 

b) (1) B 

( 2 ) 

(3) ~IE 

(4) 

⑹ 

( 7 ) S^R 


(4)(10)^ J 
P 

(11)(12)^ I 

矛盾 (7) (13) 

p c 附加前提) 
p 

(1) (2) T y I 
P 

(3)(4)1 、 J ： 

P 

<6) r , E 



⑻ ( S ^ E ) 

(9) ^\R^S 
(10) —JS — 

⑼ i 2 
( 12 ) B—Jt 


(7)T, M 
⑻八 1 

(9)T, E 
(5)00)^ I 
CP 


C 习题与解 

l-i 指出下列语句哪呰是命题，哪些不是命题,如果是命题， 
指出它的真值： 

离散数学是计算杌科学系的一门必修课。 
b) 计算机有 空吗？ 
o) 明天我去看电影。 

d) 请勿随地吐痰! 

e) 不存在最大质数。 

f) 如杲我掌握了英语，法语，那么学习其他欧洲语言就容易 
得多了。 

g) 9+Sd2 0 

h) 定=3 0 

i) 我们要努力学习 。 [1-1 * (1)] 

解 a ) 是命题，真值为2% 

b) 不是命题。 

0) 是命题，真值要根据具体情况确定。 

d) 不是命题。 

e) 是命题，真值为! T。 

f) 是命题，真值为 

g) 是命题，真值为 

h ) 不是命题。 

i) 不是命题。 

1-3 举例说明原子命题和复合命题 g 【1_1.⑶】 
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解例如原子命 题:我 今天去北京。 

复合 命题： 如果天不下雨，那么今夭将如期进行篮球赛。 

13 设 Pfe 示命题“夭下雪表汞命趣“我将去镇上 〃，丑 

表示命题“我有时间”。以符号形式写出下列命题： 

a) 如果天不下雪和我有时间，那么我将去镇上。 

b) 我将去镇上，仅当我有时间。 

0) 天不下雪。 

d) 天下雪，那么我不去镇上。 【P1.C3)】 

m b> 

(0 HP, d) P^HQo 

1-4 用汉语垮出一个句子，对应下列每一 命题： 

a) Q ^( EA ^~ iP ); b) R !\ Q % 

c) ( Q ^ R ) A (^Q) o 【1-1、 ⑷】 

解 a) 设 Q : 我将去镇上。我有时间 & P : 天下雨。 

Q =( iiAnP): 我将去镇上当且仅当我有財间和天不下雨。 

b ) 设乓我去镇上开会^ Q : 我去镇上买书。 
iiAQ； 我去镇上开会并买书。 

c) 设辽一个数是奇数。邳一个数不能被2除。 

QQ -^ R ) A CB—QX —个数是奇数，则它不餌被2整除并 
且一个数太能被2整除，则它是奇数。 

• 1-6 将下列命题符 号化： 

a) 王强身体很好,成绩也很好。 

b) 小李一边看书，一边听音乐。 
o ) 气候很好或很热。 

A ) 如果 a 和6是偶教.咖0+6县俚救 a 




















d ) 设和 6 是偶数。 + & 是偶数。 

e ) 设 Q : 四边形 ABOi ? 是乎行四边形。 

S , 四边形 ABGD 的对边平行。 

0^ 

1-6 将下列复合命题分成若干原子 命题： 

a) 天气炎热且正在下雨； b) 天气炎热但湿度较低 | 

c ) 夭正在下雨或湿度很髙 ； d ) 刘英与李进上山； 

e ) 老王或小李是革 新者； 

f ) 如果你不看电影，那么我也不看电影； 

g) 我既不看电视也不外出，我在睡觉； 

h ) 控制台打字机既可作输入设备，又可作输出设备。 

【 1 - 1‘⑼1 

解 4乃天气炎热。 Q : 正在下雨。 

PAQ 

b ) 巧天 气炎热^界湿度较低。 

PAR 

c ) Q : 天正下雨 。& M 度很高 Q 

QV6 f 

d ) 尽刘英上山。味李进上山。 

則 G 

老王是革新者。 i : 小李是革新者。 W\/L 

f) &你看电影。 丑: 我看电影。 

-\s->~\s 

g) A 我不看电视,兑我不外出。 A 我不睡觉 。 

PAQ 八 

h ) 尺控制台打字机作输入设备 
&： 控制台打宇机作输出设备。 

PAG 

1-7 判别下列公式哪些是合式公式，哪些不是合式 公式： 
a) (Q^AAOi b) (i^：t(li^S))； 


* - 


C ) ( n _ P — Q ) —( Q ^ p ))); d ) ( RS ^ T )； 

e ) (( P —【1-3 -⑴】 

« a ) 不是合式公式。（若规定运算符次序后亦可作为合式 
公式） 

b ) 是合式公式。 

0) 不是合式公式。（:栝弧不配对） 

d ) 不是合式公式。 CSS 之闻缺联结词） 

e ) 是合式公式。 

1-«根据合式公式的定义，说明下列公式是合式公式, 

a ) (2—(2 V 用）； 

b ) (nAA 抝八处 

o ) ( ( ~ | (5— > -4)) ； 

d ) ( V ( B ^ A )) 0 [1-3, ⑵】 

解 a ) 4 是合式公式， （4 V 功是合式公式， C ^(^ VB )) 

是合式公式。这个过程可简 记为： 

A , ( AV 5)； ( A ^( AVB )) 

同理可记 

b) A, -\A, (^\AABh ((~IAAB)AA) 

c) A ； ~\A, B ； 

d) B s {A^B ), (B^A )j ((A^B)VC^A)) 

1-9 对下列各式用指定的公式进行 代换： 

a ) 用 （4— CO 代换牟用 （( i ? AC 0— 』) 
代换 S 。 

b ) (V (5—4)), 用 if 代换牟乂代换札【1-3 .⑻】 
解 a ) ((((2—（ CBAO )—4)) —(OBACO — d )) — 

( A -> 0 )) a 

b ) ((五助。 

110 下列几个式子中有哪几个是其他式子经过代換得到的 
*0 CP —( Q — P))i 
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b) ((( (P^Q) A (R^S)) A (PV_fi))—(QVS)) ; 
o) (Q— (<P^P)->Q)) ? d) (P-^((P— (Q—P))^P ))； 
& ) (CC^S) A (Q-^P)) A (iJVQ))^(SVP» P [i~3. (4)] 
解 4 是由 o ) 式进行代换得到，在 0 ) 中用 Q 代换 P , ( P — 
JO 代换 Q 。 

a ) 是由 a ) 式进行代换得到，在 a ) 中用 P —( Q —^ P ) 代換^ 
e ) 是由 b ) 式进行代换得到，用 ii 代换 P , &代換 Q , Q 代换 
足 P 代换& 

1 - 11试把原子命题表示为 P ，弘 i ? 等然后用符号译出下列 
各 句子： 

a ) 或者你没有写信，或者它在途中丢 失了； 

b ) 如果张三和李四都不去，他就去； 
o ) 我们不能既划船又跑步； 

d ) 如果你来了，那末他唱不唱歌将看你是否伴奏而定。 

[1-3 , (5)] 

解 a ) P : 你没有给我写信。 J 2: 信在途中丢失了。 

PVQ 

b ) P : 张三不去。兑李四不去。丑:他就去。 

(p hm—R 

0) P : 我们能划船。 Q : 我们能跑步。 

H ( PAQ ) 

凡你来了。 Q : 他唱歌。尽你伴奏。 

P— 

1-1 S —个人起初说“占据空间的，有质量的而且不断变化的 
叫做物质1后来他改说“占据空间的有质量的叫做物质，而物质是 
不断变 化的' 问他前后主张的差异在什么地方，试 W 命题形式进 
行分折。 【1-3 . (6)】 

解它占据空间。 R , 它不断变化。 

Q : 它有质量， A 它是物质。 

这个人开头主张 s (PAQhB ) 部 
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后来 改说： 

此人开头主张和后来主张不同点在于：后来认为如有 PAQ 必同 
时有足开头时没有这样的主张 a 
1-18 用符号形式写 m 下列 命題： 

a > 假如上午不下雨，我去看电影；杏则就在家里读书或看报》 
1>)我今天进城，除非下雨《 

o ) 仅当你走，我将留下。 [1-3* (7)1 

供 a ) P : 上午天下雨。 Q : 我去看电影 a 

S l 我在家读书。我在家看报。 

nP->Q)A(P—(SVW 

b ) P : 我今天进城 6 级天下雨， 
o ) P : 你走了。弘我留下。 

Q-^P 

1-14 求下列各复合命題的真值表！ 

a) P—{QMRk 

b ) ( PV - B ) A ( P ^ Q ); 

o) (PVQ)^CQVS), 
a ) wte ) 八及 

e ) ( P -> ( Q ^))->( ( P — Q ) — CP — 丑) ) 。 [1-4 - (1) } 

解 a ) 见表 1-5。 


表 


P Q B 

Qyn 

P-^(QyB) 

i 

T T T 

T 

T 

T T F : 

T 

T 

T F T 

T 

T 

T F F 

F 

F 

F T T 

T 

T 

F T F 

T 

T 

F F T 

T 

T 



t > 见表 ] -幻 







e) 设总 A (P— (Q—iJ) )—( (P—Q) — , 见表 l-J )。 

表 1-9 


p Q K 

Q^B 

f >09—a) 


P^K 



T T T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T T F 

F 

F 

T 

F 

F 

T 

TFT 

1 

T 

T 

F 

T 

T 

T 

T F F 

T 

T 

F 

F 

T 

T 

F T T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

F T F 

F 

T 

i 

T 

T 

T 

T 

F F T 

\ T ! 

i 

T ' 

T 

T 

T 

T 

F F F 

l. t j 

I 

•1 

T ' 

i i 

T 

T 

• * ♦ 

T 


1-15 试求下列命题的真值表并解释其结果 ^ 

a ) ( P — Q ) 八 ( Q -> P ) ； 

b ) ( PAQ )-> P ; 

o ) Q -^{ PVQ)i 

d) (P^)^(nPVQ )； 

e ) np\/Q)j\n n 户八 iq ))。 [i-4.(2)j 

解 

a) 从真值表 i-10 中可看出 

( P -^ Q ) A ( Q -^ P )^ P^Q 


表 1-10 


P 

Q 

晒 

P 一 Q 

Q—P 

(P->Q) A (Q—P) 

T 

T 

T 

T 

X 

A 

T 

F 

F . 

T 

F 

F 

T 

T 

F 

F 

F 

F 

T 

T 

T 


b) 从真值表 1-11 中可看出 〆 PAW—P 是一个永真式 # 
o) 从真值表 1 -12 中可看出， Q—(PVQ ) 是一个永真式 

d) 从真值表 i-ia 中可看出 ©tdPVQ) 是永真式 <> 

e) 从真值表中可看出， 
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n 尸 v®A(ncPAnQ)). 

表 i-ii 

I 

P Q J PAQ (PA® —P 




PVQ 


$^( pvg > 


(F^)^( \FVQ) 




I 1-14 


置 


W « 




1(P 八 19) (lFV«)Ad(Py\ TO) 


1 - 16 作出下列命题的真 值表; 并非“室内很冷或很乱'也不 
是“室外暖和且室内太脏、 [1-4. (3)】 




I 

in 试以真值表证明下列 命题： 

a) 合取运算之结合律； 

♦♦♦♦’ ♦ ♦ | % « ^ 一 S 

b) 析取运算之结合律； 

o ) 奋取 （ A ) 对析取 （ V ) 之分面律； 

d ) 德“摩根律。 [1-4, (4)1 

解 a ) 如表 1-16, 

PA(QKR)^(PhQ)AH 

b ) 如表 n 

PVCQVJJ)^(PVQ)V-B; 


解室内很冷。4荃内 很乱。 ) 

戽室 外暖和，&室$ 太脏， 

本题可用符号表示为 t ^ 

n ( PVQ ) ATCiSAS ) 

♦ ' ♦ • 、$ # I 

其真值表如表1-1匕 ! _ 

■• •••• - • ... 

表 1-1& 

• 

P Q B S 1(FVQ) 1 -1(BAS) ~l(PVQ>A"KBA^) 


F ^ F F p F^F FFppFrTr 




ffpFFF FFF pFFFrTrr 


T yr y ' TF Tyr p r ?rF r F 
TrpyTr? F TrFp r rFF 

TrrrFpFpTrr T FFFf 
F r rrTTrT F F FF p& F^ 




表1 16 



QAH 

PA WAS) 

FAQ 

(PAQ)AM 


T 

' T 

T 

I 


F 

1 ^ 

T 

F 


F 

F 

F 

F 

_ 

F 

F 

F 

F 


t ! 


F 

F 

1 

F 

F 

F 


1 

F 

F 

丑 

F 

1 

F 

F 

i 

F 

F 


表 1-17 


Qvn 

pvcgvi?) 

PVQ 

(P V Q) V 丑 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

F 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

r 

F 

T 

F 

F 


F 


1-13 0 

PA (QVii)^(PAQ)V (PA-B) 

表 l-M L 


QWR 

PAC«V^> 

ED 

爛 _ 

(PA«) VC^A- 5 ) 

mm 



mm 





Wm 




mM 

HI 




F 

WBm 


WSU 





KM 


F 

WSm 




F 

WBM 


mm 

IEH 

l ■,, 

mm 

I^IBB 


• ， 










必表 1 - 19 0 ■ 

刁 （ PAQ) 特 "1 ( 尸 VQ) 玲 1 尸 AlQ 

表 1-19 


D 

9 



wig 

n(FAQ) 


n(PVQ) 

B 

n 

^9 

Ei 

«■ 


Ei 


■ 

Q 

HH 






■ 

B 





BH 


H 

D 

■9 

B 

BB 

WM 

HU 



1-18 由表 1 - 20 求出公式私，私，丑 3 ，及，爲，私。在表 

上有问号 (?） 的地方以 F 或入都可以，只栗所求公式形式较 
简单。 [ 1 - 4 . ( 5 )] 


表 120 


p 

Q 

ji 

矚 


■ 

D| 

■m 

^Dl 

T 

T 

v ! 




B 

BB 

U F 

T . 

T 

F 5 




mam 



T. 

F 

T 


WBm 


WBm 



T 

F 

F | 


■ 


WBm 



… 丑 ‘ 

T 

X 

WBm 

Km 

WBm 

u 


F 

Si 

F 

T 

F 


WSm 




F 

F 

F 

T 

WSm 



WSm 


F 

F 

F 

F 


B 

■H 

_ 


T 


解如表 1-20, 对问号所填的情况 f 可得公式 〜 E 心 可表 

P ^ | ^ • ♦♦♦♦ 4 

达为 •• 

• ♦ 

E ± , 

E 2i ( 尸 A1QA—iiOVC—IPA—IQA— 1 只)； 

if 3 ： ( P ^ Q ) A (^ vfl )； 

E u HPV 1 QV 5 ) A (PV IQVii )； 

(1PV 1QV-R) A (H^V "Wi 

五任： ― [(-P V Q V 及）。 

L~lfl 表 1-21 为含有两个变元的命题公式的各种情况的罵 
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信丧，对于每一列，试写出一个至多包含此两个变元的命题公 
式。 ⑹】 


表 1-21 


V 

Q 

! i ; 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

T 

X 

F 

F 

F 

F 

F 

i 

F 

F 

F 

T 

F 

F 

F 

F 

F ! 

T 

T 

T 

T 

F 

T 

F 

F 

T 

T 

F 

F 

T 

T 

F 

F 

F ! 

T 

F 

T 

F 

T 

F 

T 

P 

Q 

& 

10 

11 

12 

13 

.14 

1 15 

i 

16 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

T 

r 

T 

T 

F 

F 

F 

F 

F 

T 

T 

T 

T 

F 

T 

F 

F 

T 

T 

P 

T 

1 r 

T 

F 

F 

i 

^ ! 

\ T 

F 

T 

i 

F 

T 

F 

T 


解由上表可得有失公 式为： 

1. 6 2. n(-PVQ )； 3, n(Q^P); 4. fP ； 

5. 1 (P->Qh 6. HQ； 7. 7(P^Q)； 8. ^(PAQ); 

0. PAQ； 10. 11, Q； 12. P—Q; IS. P- 14. 

Q—P; 16. PVQ； 16* T a 

1-30 证明下列等价式： 

b) ^ A 1 (^i A ^)， 

d) H (A^B)^(A^B) V /?)； 

e ) ((( AA ^) A (^ C ^ VC ^ A - O ))) 

f) (BWO)^(A/\ n.8)->a ； 

(J.—>2>) A ( B-^D) ^ (.4 V B) — 

h) ( (^ A £> A (B^ (D V O)) 

( D ^ A )) — G 。 【， （7) 】 

证明 a) ^ A) 
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^A\f 

~](A^B)^aA->B) A (B-^A)) 

分 1((1 乂 V 5) An 5 V 4)> 

妗 i(OA-^)vn2 八 4 ) 

\Z(BA~]B)\/(BAA)) 

I ( a ^ b ) ^ ncn ^ v ^^ An ^ 

n ( A ^ B ) ^1( a ( s — 」 )） 

^1((1^V5) A(ISVA)) 

({{AABAO)-^D) A (f7->( 盔 V 忑 V 乃) ）） 

^((-](AABAO)\/I>) _ 

八 (1'CV(AV5V5))) 

^(-\A ： \f~]B\/-\oyD) 

I « 

^ Anay ^ V ^ V - D ) 

WiavD) V [n^V IB) A (jV 用 ] 
^(n0VZ>)V l(AA^B)y (BA-(^)] 

^navi>)vn[n^vB)Acn^v^)] 

A (] 』 V 五）八（一 V 』 )]vi> 

台 -[ 哎 A (A^B) a (B-^A] v D 

^{AA^B)y0^(AA^]B)^0 

(A~^D) A (B^D)^(~\A\/D)AC1B\/I)) 

妗 （ _|4A—IS) V^H (2VS) VD 

{(AAB)^C r )A (£— ( 卿⑼ 

^(~kaas) vo ) 4 nsy (j)von 



A ( nsvi > v ^) : 

钤 (~ MAi >) vn 刀 vco 

^ B \/(-\ AAJ))WO 
㈡ 刁(方 A MV 1仍 ） VO 

铃 ( B /\ ( A\f ~\ D ))— Oo(B A ( D — A ))—0 

1-31 化简以下 各式： 

a ) ~ M )) ⑽ 

b) ^VCn^VC^AI^))* 

o ) (益八 5 八 CO V (]] 八 5 八 O 〉。 【14.(8)】 

解 a ) AO 

AO ^ TAG^O 

to ^vn^v<^An^))^vn^v^) 

㈡ 4 V n ^<f¥T 

g ) { 飞 Ai\B 卜功 

^(AVHA) A(5AO) 

<^T l \{ BhO)^BKO :. 

1-2 S 如果 4 vc ^^2? va , 是否有2轉丑？ 娜 A AO 钤 BA 
是否有20五？ 如泉 - 是否有 24^?? 【1-4. <9)】 

解 i ) 设有某种指派，使公式0的真值为 y , 但2的真值为 
A 』的真值为友(或2为圹 b 为 r ), 则 ivo 和 £ vt ? 的真值 
都为 A 故 ivo ^ BVG 成立 ，但 不一定成立 a 

2 ) 设有某种指派，便公式 o 的真值为&但 2 的真值为 
■ B 的真值为^(或汲为兄万为 r ), 则2八 o 和 5 AO 的真值均 
为万 9 故成立时不一定成立。 

S ) 因为 （2—£) 玲 所以]万― 为永真式 
时，也是永真式。即刁2时 jAB 。 同理] 

时 ，万今 所以时：必有 

1-23 试证下列各式为重言式， 

a ) ( r '( p — Q ))_> Q ; :」 

t) li ^{P^Qh 


« aa • 


o ) (( P ^ Q ) A 

dj C(aAb) V (6 Ac) V (cA^))^((aV&) 

A(&Vc) A (c V ) 。 [1-5. (1)] 

证明 a) (PA(P^»-^^(PACnf 3 VQ))^Q 

^((PAnP)V(PAQ))^Q 
<^CP/\Q)—Q ㈡ ](PAQ) VQ ^ 

IP V1QV Q 分一 I 尸 V ?" 的 r 

b) "[P->(P-^Q)^p v O-PVQ^^VQ^ 

«) 因为 (P^Q)A{Q^i2)^P->B 

所以 ((P^Q) A 

为重言式 o 

d ) 因为 («A6) v (f Ac) V (eAtf) 

A (aVo)) V(cA®) 

V (cA«)) ACC«Vo) V (oAfls)) 

4^(&Vo) A (&Vo) A (aVc) 

所以 ((af\b) V (S Ac) V (cA«))^C(^V6) A C6VtO 八 (oV«)J 

是重言式 o 

1 - 24 不构造真值表证朗下列蕴含式， 

a) 

b) (^Q)^^PVQ ； ' 

. 1 (Hu (⑼】 

证明 a) 解法 1 设 P—Q 为 0% 

(1) 若 P 为八得 Q 为乃所以尸为 r ， 故 
为 2 1 。 

⑶ 若 P 为 F, 得 Q 为 R 所以 _PAQ 为 C 故 P^(PA®. 
为 

解法 2 设 ( PAQ ) 为尾则 P 为 T 7 , PAQ 为&故必有 
m Q 为 A 所以尸 — Q 为 F 。 

解法 3 (P —( PAQ)) 


CWQ) V (PAQ)) 

^nnPVQ)V (nPV-P)A (lPVQ))^r 

所以 （ P — Q ) _ ( P — ( PAQ )) 

b ) 设 PVQ 为馬则尸为 P 且 Q 为 K 故 P — Q 为 r ,( P — 

Q 为 所以 CP — Q )— Q — PVQ 。 

o ) 设 A — Q 为 F , 则丑为 T ， Q 为因尸八一^为^所以 
Q —( PA ] P ) 为 y , B—(：PA1P) 为 F, 于是得到： 
( PA ] P )) 为 P 。 则 

.(P /\ ] P))—(i?-> (PA1-P)) 

为即 

CQ->(P A ] P)) 一 (R-> (E-^ (P 八 ] P)) —R^Q 

成立 0 

1_»5 设，表示命題 “ S 是偶数％ Q 表示命题“糖是甜的”, 
' X 以句子写出： 

a) 

b ) 写出 a ) 的逆换式； 

0) 写出 a ) 的反 换式； 

d ) 写出 a ) 的逆反式。 【 J - S .(3)] 

解 a ) ^?->公表示命题“如杲 S 是偶数，则糖是甜的〃。 
b ) 表示命题“如果糖是甜的，则8是偶数' 

<3) 表示命题“如杲 8 不是偶数，则糖不是甜的' 

d ) n 尸表示命题 “如果 糖不是甜的，则 S 不是偶数” Q 

1-26 叙述下列命题的逆换式和逆反式，并以符号 写出： 

如果天下雨，我不去。 
b ) 仅当你走 7 我将留下。 

c > 如杲我不能获得更多帮助，我不能完成这个任务。 

【1-6■⑷】 

解 a ) 设 P : 天下雨。 Q : 我不去。 F-^Q 
逆换式 Q_>P 表示命题,如果我不去,则天下雨。 

逆反式表示 命题: 如杲我去.则天不下雨0 
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b ) 在本題中，原命题；仅当你走我将留下,理解为：我留下的 
必要条件是你走。或者就是你不走则我不留下。 

设况你走了。邳我将留下。 

逆換式表示命题「如果你走了则我将留下。. 

逆反式 刁况 — n 及表示命題:如果你不走』 则我不 留下。 ■ 

设 JS : 我 不能获得更多帮助。 H : 我不能完成这个任务。 

- '■ 

逆换式丑―瓦表示命题，我不能完成这个任务，则我不能获 
得更多帮助 

逆反式1五表示命题：我完成这个任务，则我能获得 
更多帮助。 

1~37试证明 P ^ tQ , Q 逻辑蕴含 P 。 [1-6 - (5) 1 

证朗本题要 求证明 (拉® AQ ^ iV 设 ( P ^ Q ) AQ 为 I 7 , 
则 P 二 Q 为 T , Q 为 T , 故由=的定义，必有 P 为 r 。所以 . I 

AQ^P 

1-28 检验下述沧证的有效 k : 

如果我学习，那么我数学 不会不 及格。 _ t 

如果我不热衷于玩扑克，那么我将学习。 " 

但我数学课不及格,因此我热衷于玩扑克。 【1-3. (6 )J 

解 设兄我 学习。 Q : 我的数学课考试不及格。马我热衷于 
玩扑克。本题符号化为： 

Q^R 

设 CP — 取 ^ P ) AQ 为 则 因⑦％ r ， p — 

为咒可得 p 为 A 由 IR — p 为 t 得到;]丑 为怠 呵兵为 r , 故 
本题论证有效。 

i - f » 用符号写出下列各式，并且验证论诳的有 效性： 

如果6是偶数，则7被2除不尽。 

或 S : 不*素数，或7被2除尽。 

但5是素耠。 

所以是奇数。 . . 【11(7)】 

* as • 


M 设巧 6 是偶数。 兑 7被2除荩。耗5是素数。故本题 
符号化为： 

(1 BVQ ) AS^IF 

验证： 设 ( P — n©A (刁丑 VQ ) AiJ 为则有5为 3 V 且 
n £V Q 为 A 故 Q 为 S 7 , 再因为 L 得到 ] P 为7。 

注意： 本题结论 6 是奇数（即 6 不是偶数〕与实际意义虽然不 
符,但其前提中或5不是素数，或7被2除尽,也不符实际意义。故 
本题 仅是逻辑推证有效。 

1 -30 逻辑推证以下各式： 

a ) (- [ P -^ Q ). 

b ) ~~ lAABAO^Oi J 

c) '厂 

a ) nc ^ A ^)^ n ^ v " iB 5 

e ) Z > v ^ 

f ) { AKB )^ G f 【 l -5.(8)】 

证明 W 假定 P 为 A 则 ] P 为兄故为 ？V ■ 

b) 假定 ] iABAG 为 r, 则 C 为 r 。 

o ) 因为 2 V 方力永真，故 CW 汲 V 五 V 1 B 成立。 

d ) 假定 IMAS ) 为 A 则为 F 。 

若』为巧 s 为； r , 則为？ vn 丑为故 n 』 vii ? 为;^ 
若义为 a s 为心则 为 a ns 为？ ^ 故 ndv ^ i _ s 为 ？v 
若盈为， S 为则 〜IA 为 —is’ 为 T f 故 1AV1.B 为 T 。 

故 1(4 AS ) 与成立。 

e ) 假定 flV 足 （ BV 局-为乳则因为 

DV 丑与 ODV 五) — — 刁』为2\必有 刁盘为 IV 又^ ( BVC ) 
为 A 故有为八 - 

f ) 假定]』 VI 召为 A 则刁(』/\方)为因为在条件式 
(2 八抝 — C 中为礼 故： 

(1) 若 G 为 2' 则-^为'若 D * r , 则]1>为心故有 

((2 八五)^ c ) 八 n 刀）八 no v />) 为 




⑶若 i > 为晁则为 F , 故 （( ZAB )— COAini >) 

/\ C ]0 WD )% F 。 

(3) 若 Cf 为 F , 则（2八刀)—0为及。因此 （( AAS)—COA 

n ^) A (10^/2))^ 

综上各种情况 UA 5 )— o , 成立6 

1-31 求与下列命題等价的逆 反式： 

0如果他有勇气，他将得胜。 

p ) 仅当他不累，他将得胜。 【1-6. (9)1 

解 a ) 设 P : 他有勇气。 A 他将得胜。逆反式 
表示命題:如他不得胜，则他没有勇■气。 
b ) 设 五:他 不累。 b : 他将得胜。 b -^ b 。 逆反式 n 丑 
表示 命題： 他累了则他不能得胜。 

1-明己知2是刀的充分条件, 刀是 CT 的必要条件， C ? 是 D 
的必要条件,乃是方的必要条件 ，问： 

a) 2 是刀的什么条件？ ， 

b ) 召是 i ) 的什么条件？ 

解已知2故有 

a ) A ^ B t B ^ D t 故 A ^ D , 即 A 是 D 的充分条件。 

b ) S 是 D 的充分条件。 

1 -33把下列各式用只含 V 和 ~1 的等价式表达，并要尽可 
能 简单： 

a ) ( PAQ ) AI ^ 

W (^-( QVnii))AnPAei 

o) : nPAIQACn^P). 【 n ⑴】 

解 a ) ( PAQ ) Ani > <^ ni > Ai > ) 

V> (P^(QVl^))An-PAQ 

^ nPWQW ^ iR ) A~]PAQ 

玲（刁尸八 -| PAQ)V (QA l 尸 AQ ) 

V (1 R \^\ PAQ ) 

钤 n ? 八 q ) v n 尸八 ® vn ^ AiiiA ® 


^-| PAQ 44 npvn ® 

o > ^ PAnQA (~\ R ^ P )^~\ PA ^\ Qh ( RWP ) 

^(~ iPA ^ lQhB)W (~IP A ~ iQAP ) 
^ nPA ^\ QAR )\/ F ^ nPWQW ~] n ) 
1- M 对下列各式仅用“或非？ U ) 表达： 

a ) n 巧 

b ) PVQ ； 

o ) PAQo 【 H (2)】 

解 a) ^\P^PIP 

t ) pvq ㈡ n ( m ) ㈣ 增) i (增） 

i ~36 把 p — nf —® 表示为只含 “ t ” 的等价公式，把同样 
的公式表示为只含 “ i ” 的等价公式。 [ J -6*{3)] 

解 P^(^-|P-^Q)^-]PV (PVQ)^7 T VQ^r 

台一 I p v 尸 ㈡ （] 尸 t n 尸 ) t op 个尸 ) or 个(尸 T 尸） 

1-36 把 PtQ 表示为只含有“广的等价公式，把巧 Q 表示为 
只含有 “ r 的等价公式。 [ i -6 . ⑷ j 

解 (PAQ)^"\PW^\Q 

^ ( PiP ) V 刪） 

铃 （(pm ； (Qmu (p^pn mQ)) 

n ⑽ ICPVQWIPAIQ 

^( ptp ) a cete) 

X (Pt-P) t (Qn) )t((P!P)t (QtQ )) 

1-37 证明： a) 

b) n [1-6. (5)] 

证明 ]( 別 0) 台 jbao 的 nn 忍 v]o) 



























i -38 联结词 “ r 和 “ Viit 从结合律鸣？ ri - e . ⑹] 

解联结词 “ r 和 “ r 不嫌足绾合律。举例 如下: 

攻）给出一组 指派 : P %夂、 Q 为匕丑为 I 7 ,则 ( P 个 Q ) 个月为 
A 但 Pf ( Qt 丑)为 I 故 ' 

(?抑_蚵(_… ： 

>>) 给出一组 指派: P 为 y , Q 为 F , B 为 F，m ( PiQ ) 译为 

PUQP ) 为心即 

♦ ♦ 

(PiQ)imPi(QlE) 

1-39 证明和 {▽,"]} 不 is /】、 联结词组。 

【 U,(7 )】 

, 证明由例题 1-3, 巳证 1} 不是餐小联如词组，又因为 
PVQ^n cp = Q ), 故任何命題聲式中如联结词；如仅用{~|, ▽} 
衾达，则必可用 {#, 表取.芦逆亦莫/故 o , 也必不是最 
小联结捍铒^二 

1^0 te 明巧}, {A} 和 {->} 不是最小联结词组。 

; 证明若 {0 或{入}是最小联结甸组，贿’ 

1 n^cpv-o , 

♦ ♦ ♦ ♦ ♦♦ ♦ 

…） 

对所有命題变元辑派 y , 则等也式左边为右边为 r , 与等价表 

达式矛盾 。… 

若是最小联结询组，则 ^ 

"1 ■ f ^ P —( P -> ( P -^ r * *) v *) 

对所有命题变先指派 T 7 则等劣式左边为鳥右边为兄矛盾。 

' , 、 . 、. .• : 

L mi 证明 n , 是最小联结词组。 【 i ~6 ■⑼】 
证明因为{飞 V }是犟 / Jv 联结坷组，且 / VQ ㈡ ~ IiV ^ 故 
{1 是功能完备的联结词组1又门}和 {->} 都不是功能完备 

的，所以 {1 —} 为最小联结词组。 ：、 

♦ ■ 

又因为 i ^ Qon ( p 4 紙知 n , 厶}也是功能完备的。联 



结词组。但{二}不是功能完备的。因为若不然，则 

对尸指派巧左边的为咒右 &为 a 矛盾。 

所以 {~L 是最小联结词组。 

♦ ♦ ♦ 

1-42 求公式 PA(P—Q) 的析取范式积合取范式。1 ’ 

【1-7. (1)】 

解 PA(p^Q)^PA(n^vQ) - 

OCPA 1- P ) V ( PAQ )^ p / ^ 
PACP ^^ PACIPVQ ) 、 

o(PV (QA "lffl) A nPVQ) 
^(PVQ)A(J > V _ |Q) A(n p VQ) 

1-43 把下列各式化为析取范式(每项两个变元)。 

a) (^~\P 

b ) P - K ( QAB )^ S ); - 

o) n(pvn® aos^t 〕； 

d) (P^Q)^S- f 

e) ] (尸 AQ) A (: PVQ) 。 [1-7. (2)] 

解 a) OPAQ)— 必4一[(1尸八 Q>V 五 

^PVnQVi^(PAQ) VCPAHQ) 
VCIQA^e) vnQA^fi) 
V(-RAP>V(iiAnn 

b) P->CCQA^ 60 ^n.PV(nCQA^)v«) 

^npvnQvn^vs 

^nPAa)vnPAnQ)vnQAiJ) 

vdeAn^vniiA^) 

V(l^MS) VCSAH-P) V(S AP) 

o) ] (PV n® 八 (S—T)^C\PhQ)M~]SWT) 

^nPAQA^)V n^AQhTy 

d) (p^Q)-»i?^n n-PVQ) vj2 


* • 



^(PA ^ Q ) y ^( PVB ) : A HQV JJ )： - 
e) ~1 (P/\Q) A (P\fQ)<^QPV ~|Q) A (PVQ) 

^C"[PAP)V ； (nQAi , ) 

VHFAQ) VdQAQ) 

轉 (ne 八户 ) vn 户八 q) 

1-** 艳下列各式 fc 为合取掐式 ： ' ' 

a ) PV ( IPAeAS )； 

b) KP-^Q)V(PVQ )； 、 

o) HCP^Q), V 

d) (p— 

e ) n 尸八 Q ) V (p 八 IQ), 【 1—1 (3) 1 

m a> pynPhQAR) 

^(PV li 7 ) A C^VQ) A (P\/S) 

^(PVQ) A(PV-B) J 
b) Q)V(PVQ) 

^-|(-[PVQ)V(PVQ) : 
^(PAnQ)V(PVQ) 

o(PVQVP) A HQV^VQ) 

o) n(p^Q)^nnpvQ)<^p 八 ] q 

^(FVQ) A (PW HQ) A (HQV IF) 

d) (P^Q)^H^HPV0 VB 

勞 (i> 八 ] Q) V^(PVS)A nQV-R) 

e ) n ^ A ^ VCPAHQ ) 

^npvp)An^vn® 

. A(QVP) AOQV^IQ) 
<^n-PVnQ)A(QVJ > ) 

1-4 B 求下列各式的主析取范式及主合取范式，并指出下列 
各式哪些是重言式： _ 

汉） npv-i®—(d 

b) QACPVlQh 


o) pv i np->cQvno-^s)))i 

d) (P^(QAiJ)) A n^C"TQA^))i 

e) P-^CPA(Q->P)>, 

f) (Q->P ) 八 HPAQ 〕。 【 1-7X4 )】 

解 a ) (- ffvnQ ) M ( p ^ n ® 

^ncnpviQ)v(^He) 

^(PAQ)V(PA _ iQ)vnJ , AQ) 

㈡3 片尸 V Q=rL> 

b) QA(PV"lQ)^(-PAQ)VCQAnQ) 

^PAQ=2s 

钤 n 0 _u，(PV Q) A (PV1Q) A HPVQ) 

o) p v ce v ciQr^R) > 

^PVCPVCQVCQV^)) 

V Q V i? ZIo 

㈡ 2l.S,3,4,3,6 ， T’ CH-PA' - IQA-B) 
VOPAQA^)V(nPAQAB) 

V (PA IQ 八丑 ) V(PAIQA^) 
V^AQAl^VC^AQAH) 
d) (^(QAJl))A(lP^nQAlIO) 

^(IPV (QAJi))A (^V(1QA 1R)) 

分 (IPVQMCWiO 

A(PV1Q) A(PVH^) 

^nPVQV^ACn^VQVHB) 

A CHPVJJVQ}A n^Vi^V "IQ) 

A (-PV no Vi；) A (PV 1QV 1 月） 

A (P V Hii V Q) A (P V V ~|Q) 

^(IPVQV-B) A n^VQVH^) 

a c*ipv iqv^a (pv ~ mn ) 

ACPVlQV-R)A(PVevn^) 



e) P—CPA (Q^P)) 矜 ] PV (PA OS VP)) 

^(~\PyP) A(~\PVQWP) 

^TA(TV^]Q)^T . . 、 ' 

^2otir3ps w C-P.AQ) V (~ (i^VQ) j 

.ynPAQ)v(nPA^e) 

f) (Qt^P) A (^PAQ>^n<3VP) A (IPAQ) 

1-PAQA-P) V (^1Q A ^1J 1 AQ) 

^{F^Q)V^Fh^\P)^F : i j 

分 (PVQ) A (PV IQ) A CIPVQ) 

八 (w^r [… 

k 用将合式公式化为范式的方法证明下列各题中两式是 
等价的。 ' ' 

a) (A-^B) A 4-^(^AC) i . v : 

o) 2 八 SAd 盍 ni 八 刁月八 （乂 VJ5); 

d) AV0i4(AhS ))， 刁嵐 VI』 V (义八 B)。 [1-7. CS)] 

证明 a) CA-^£) A (A->0) ^(^\A\/B) M^\AWG) 

A-^(£KC)^AV(B \Q) ，、 v: 

钤 （刁么 V 忍）八（一 MVP) 

b) (A^B)^(AAB)^ W (Aa£) 

p 

_i£) V (AAB)^AM~\B\/B) 

O-4'A T^A 

(BV~[B)^A 

o) yiA^Acn^vn^^c^A^Anc^A.B) 

的 F 

^AA~\BA(A\/B)^(^]AWB)J\(A\/B)^F 

d) ^y ： (^ua£))^v n^v c^a^)) 


J ## # 


t ^ n 如果』 cp , 仏 jj ) 由樹 ( qatk 坶 p )) 给出，求它的 
对偶 <1 Ji ), 并求出与 2 及 T 等价且仅包含联结词 “ A ' 
H “下的公式 • 【1-7.⑹】 

解 (6 AH (玛巧 ） ， 则 ( QV 1 (对 P )) 

iiT ( QA~l mP )) ( QA (^ VP )) 

4^ n < BACQA (^ VP )) 

^ C ^ BVIQVK ^ V - P )) 

^ncJ*AQ)vnc^vp) 

BUQV 1 〈 J ^ P )) (Q v CB A iO ) 

^-|{ iiV ( QV ( JiAP )) 

^ n ^ AIQAHC ^ AP ) 

^ n ( svQ ) An ( j * A - p ) 

1-48 已知定理，如果 XV 丑 VO , 分 - MVA 则 

写出它的对偶定理，并验证。 

解对偶定 理为: 如果」诗 AAO , ^ AAB ^ AAO , JUfl 
B ^ O q 其证明如下： 

B^BA (AW^A)^(BAA)W (BA 
^(A^B)W(^\A^B)^(A^COWC[A^0 
㈡ ( 』 W ) A ⑽ J 7 A o<^o 

1-49 B t O t D 四个人中要派两个人出差,按下述三个条 
件有几种派法?如何派。 

(1) 若汲去，则 O 和 D 中要去一人。 

(2) B 和 O 不能都去。 

(3) C 去则 D 要留下。 【1-7:(7」)】 

解设■去出差。 B 去出整。 

去出差。1> : 刀去出差。 

按题意 应有： A ^ OVD , KBAO ), O — n 刀必须闻时成 
立。.因 为：. 

cvn^(CA 刁 D ) V ( D /\ lo ) 

• 49 * 



故 (A-^CYD) A "I (5 AO) A (C^D) 

.^(-]AV (HOAi>) V (^AO)> 

, hClB\f^O)M^]C\/^D) v > 

<^HAV (lOAP) V (ID AO)) 

/ A ( nBA - IO ) vnSA ^) 

VdOAl ^) Vl (7) 

^ nAA -] BAlQ ) V ( lAA ^/\ lP ) 

V (~M A nOAlb)'v (1AA IQ) 
Vn ^ AlPAJ ) V (~]^ AZ > An ^ A ~]^) 

V (10-A.PAnP-A^i>) V 、 rfO/sZ>AICO 

V (~i£>AOA^BA7]Q> - ^ 

V ( lDAa ；\ nBA 1^> : 

WnDSO ^ OA ^ iy ) 

: V Q ^ MOA^ICQ ， ' … 

在上述的析取范式有些项不符题愈,如 (] A;A HD ) 
表示三人都不出差，这不可能，另外如八刀 A ^GA ]/>) 等都 
属矛盾，应在式中删除，故原式应为： / '...' 

故派_ 为： BhD 熏 D 队像 OI \ A q 

注意：上式 HGAi >) 这顼表示可派 Z > A 人或 !> A ^ 故与其 
牠羊項合井，总共为三种派法^ : > 

1 K 0 三人估计比赛结果，甲说第一，丑第:二\乙说 W 
第二， Z ) 第四' 丙说“2第二，5第四”。‘结果三人估计得都不全 
Xt 但都对了一个，问怎及 0,7) 的名次。: ..[1-7. (8)] 

/解 设巧 焱是第 一 。 Q : 方是第二是第二。况 办是 
第四。是第二。裉据颞童为：、/ / 

(^PVQ) A (fiV£) A {EYS) \ 

4 原式玲（(户八-^)7门尸八«)/\((丑八卩汉) 

vn«As)).M ( 五 八刁的 vn 苫八幻） 

钤 （OP 八 QAiiA] 这） 


- 4 fl f 


VCPAIQAn ^ A ^) 

♦ ^ mm • 

VHPAQ 八丑八 1汉） 

VnPA « An ^ A ^)) A ((^ A _ i «) 

\( { 飞 E (\ sy ) . 

因为 CPA ] QAn 及八 S ) 与 ( HPAIQAJU —^) 不符题意，故 
可在式中删去，原式 即为： 

_ 

((^ AlQA-^A 1 沒 ）V C \ PKQK "\ RhB )) 

M ( EA ^]8) V (~] EAS }) 

..分（尸八 IQ 八 5 八一^八 i ? 八] N ). 

• ^ 

V (PAHQAii.MSAn^AS) 
Vn ^ AQAn ^ A ^ A ^ An ^) 

V CH^AQA ^RASA^AS) 

^(P h "\ QARA^\S hE )\/ 

(― I 尸八 QA 1 五八 SA—I 五） 

因 JJ 与忍矛盾，故"1尸八 QAH 召 ASA 1 瓦为真。即乂不是第 
为第二 f O 不是第二，厶为第四不是第二，于是得到： 

C ? 为第一，召为第二为第三, i > 为 第四， 

♦ $ 

1~61 .甲、乙、丙、丁四人参加考试后，有人问他们，谁的成绩 
最好，甲说“不是我' 乙说“ 是丁'丙说“是乙' 丁说“不是我“。四 
人的回答只有一人符合实际，问是谁的成续最好，只有一人成绩最 
好的是谁。 

解 设逸甲 的成绩最耔， 丑：乙 的成绩最好， 

A 丙的成绩最好 ， A 丁的成绩最好。 

因为四 人的® 答只有一人符合实际，故 d 

V.(-| 盔八] Z? 八 —] 五八刀） y (义八厶八一 IBAD) ■ 

W ( AA ^\ DA ^ AB ) ' 

W ( Ah -\ DA -[ B ^D)^T 
即 CA A 刁 V (^A 

但 ( A /\ H ^ AD ) V ( AA ^ BA -] B ) 

I 

^{ AA ^] BADAO )\ j { A ^ BAD /\-] G ) 


• 47 ^ 


VMA ISA V?A0 

故有(一）甲、丙、丁 s 人并列成缜最好， 

(二) 甲-丁并列成缭最好 * 

(三） 甲、丙并列成馈最好， 

(啲甲的成绩 最好。 

只有一人成绩最好的是甲。 

1-88 张三说李四在说慌，李四说王五在说慌，王五说张兰、 
李四都在说慌，问 张主/ 李四，王五三人， M 鹿谁说真话，谁说假 
话。 ' 

解 设乂: 张三说真锫；及李四说 寘话； O: 王五说真话。 

依题 意有4分15,办冷 na oen 豈为真。但么 
成立，即 万 ） a 为 r。 

同理， 及 成立，即为 r 。 

(7 特刁鈸八成立,即 ( o—n 』a U)) A ((~MA 1丑卜 
为 ％ ' : ' 

故原题为： (( AAlB ) V ^( lAA ^ r ) A (( BAiO ) V(JBA 
O )) A ( nAAnBAO ) V ( lAAlBA ^ JO ))^ T 0 Bp (( l ^ A 3 
A10V {(AVB) CCH^A "|SAO) W (A AnO) V (^A 

"|0)> 为 IV 得 八 "1<7 为 r 。 

即: 张三说假话,王五说假话,而李四是说真话， 

148将下列推理符号化,并判断推理是否正确。 

⑴若& &南数之威是负的，则心 J 中恰有一个负勢。〜 ft 
两数之积是非负的，所以％ &中没有负教。 

(2) 若一个数为整数，则它为无 a 数 r 若一个数先有理数，则 
它为实数，有一个数为整教，所以 1 它为实数。 

(3) 若一个数是实数/则它是复数，若一 个&是 质数，则它也 
是复数,一个数旣不是实敢,又不是虚数,所以它不是复数。 

(4) 一 个数是复数， 仅当它 是实数或是虚数。一个数既不是 
实数又不梟虚数，所以它不是复数。 


解 〔1) 设 R 〜&两数之积是负的。公，是负数。尽6是 

负数。故本题的推证为 

jp — ^ ~ | P — ^ 一 1 Q 八 ^1 月 

设 ^(( P _>( QVE)) 心朽 —KnQA 1 R )) 

则 4 s ^((-] pv ( q ▽忍 )） 八 np^riQ 八 n 丑） 

|P ]Q 八 ~ |丑） 

^ PV (~ IQA 1 B ) , 

当 p 为， q 为 r, Ji 为歹时, s 为 A 故汉不是重言式，故本题 
推理不正确 。 

(2) 设 P: —个数为整数 ;Q t —个数为有 理数; 托一个数为实 

数。故本题的推证为 

( ( P -^ Q ) A ( Q —丑） KP)^R 
令 汾 ^(( P — Q )/\( Q — 抝八 P)—B 

则 ^C("tPVQ) A (IQ V-R) AF)^R : 

^(PAHQ)V (QA_|iS) V 1-PVii 
^nQVn-P)VCQV：ii) 

钤 1 QVQVW 及 

^ T \/~\ P \ fR^T 

+ + • • 

因为 5 为重言式，故本题的推理成立 g 

(3) 设戽一个数是实数； 丑:一 个数是虚数；兑一个数是复 
: 数。故本題的推证为 

( R -^ G ) A AQiJA 刁丑) —HA 

令 S ^(( R^&)A (丑 —GO A ("1丑八]丑 ））— 

^((n^vff)A(n^vGf) ■ , 

^(RA^IG)V (丑八仔 ） V (B. VS)Vlff 

八一 ip ) v nffv (孖八一 i<?〕v 丑 vij 

当(？为1丑为 A 丑为 f 时,所以沒不是重言式，即本题 
推理不能成立。 . 

S ♦ ♦ _ • 1 
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(4) 设 尽 一个数是实数 H: —个数为虚数。巧一个数是复 
数 。 

故本鹿的推证为 

令 S ^(( Q ^ L(Ry 丑)） A HBA ns)>— 

则 忍台 （(G^(iSV 丑 )）A ((iJV 丑) —G) 

八 C1JJ 八一 i 丑)) — 

龄 ((©V q 丑 V!) 八 n CBV 丑） V 沒） 

移 (n 任 v^v 丑）八 n^A 

轉(沒八— i 丑八 —]^>v(iiv 丑） 

分 (0An 及 丑） vi(GfAnBA] 丑）分 r 

因为 5 为重言式，故本题棰理成立。 

1-84 用符号膠式穹 出下顯 的推理过程，并指出推理是否正 
确： ' 

(1) 菱形的对角线相互垂直且二等分，若一个四边形的对角 
线互相垂直且二等分,则此四边形是菱形。 

(2) 如果这里有球赛，则通行是租难的，如果他们按指定的时 
间到达，则通行是不困难的 r 他釘按指迨的时间到达了，所以这里 

，使有球赛 0 

(3) 如果甲得冠军，则乙或丙将得亚军，如果乙得亚军，则甲 

不能得冠军,如果丁得亚军，丙不能得亚军,事实是甲已得冠军，可 
知丁不能得亚军〆 ’ 

解 （1) 设4拽边形是菱形。 

B ; 四边形的对角线互相垂直且二等分。 

本题的推理为 A — B , B^A 

有真值表I- 22 。由真值表可看到是永真式，故本题的推理木 
(2> 设 A 这里有球赛;马通行是困难的;播如按指定时间 


表 i — 22 


A B 

A，B 


8 

T T 

T 

_ 

T 

'■ T 

T F 

F 

F 

T 

i 

F T 

T 

T 

F 

P F 

T 

F 

T 


到达。 

本题的推理为 

C^^\A 

因为 C 为真为真，故有一为真，即 B 为假，但 
为真，故必须是为真。 

由上论证，说明 （ A -> 刀）八 （ C — -|石） KO ^-\ A 成立。 

(3) 设 A 甲得冠军。足乙得亚军。丙得亚军 。 A 丁得 
亚军。 

本题的推理为 

因为 J 为真』监 — BVt ? 为真，故存 为真； 又 
为真，故必有 BVC —1 乂 va 为真，所以得到 VO 为真，即 
A — C ? 为真。由刀 ■— 刁卩为真，得匁真。所以由 
为真，厶为真，得刀为真。故本题推理成立， 

1-65 用推理规则证明以下 各式： 

a) ^(PA^Q), IQVif, 

b) HM(^M\fN' 

o ) ShO ? ( B ^ iO )—( 丑 VG)wV 丑； 

d) cnev^AniJ, ^mPAS)^~]8 0 

【1-8 , (1) 】 

证明 a ) (1) 一[刀 P 

(2) IQVii P 

⑶] Q ⑴⑼ 


• 0f • 



⑷ hcpaiq) " 

♦ ♦ ♦ ♦ • • 

P 

(5) -|PVQ . 

1 

(4)T, E 

(6) 

(S) (5) T, I 

b) (1 〕（ J7V60—J 

P 

(2) ( B \/ G ) 

P 

.(3) */" .、..•. 

a ) ⑼ a i 


p 

(5) M\JN 

(3) (4) T, 1 

o) (i) bao 

P 

- (2) B 

a)T，i 

(3) O 

⑴ T 7 , J 

(4) S\f~\0 

' (2)^ I 

f (5) OV1B 、 

(3)^ 2 

(6) O^B 

(4)^ E 

(7) 

(5)^ E 

(S) B^jO 

(6)(7)^ E 

⑼ （ s^tco—(J?ve) 

P 

(10) SVG 

(8) (9)^ I 

d) (IVrjQVJJMlS 

P 

C2) IQVii 

⑴ tr 

(3) IB 

W y ， i 

⑷] Q 

( 均 ⑻ u 

(5) P-^Q 

p 

i 

⑹ IP 

⑷ (S)T t l 

(7) mPA^S) 

P ' 

(8) P\/-\S 

(7)r, e 

⑼ IS 

(6) ⑻ A J 


1 - 56 仅用规则 P 和 r 推证以下 公式: 


b) a-^(b-^oi (a i^c^a 



o ) AN ： B — G !\ D t D \[ 

d) ~\ByD, ~| F) - >~\I)^ 

e) (A^B) A (C^D), A ^(E\F) f A-^ 

O ^ A 0 [1-8* (2)] 


证明 a ) (1) 1(^ 10) 

(2) A 

(3) O 

(4) I^V-B 


P (附加前提) 

(1〕3 W 

(1)3 VI 


(5) B (2) ⑷ T, J 

(6) o-^~\b p 


(7) ~1B 

⑻ BA~\B 

b ) (1) 

(2) A 

'(3) n(u) 

(4) B 

(5) ^ 

(6) Aj ( B ^ O ) 


⑻⑹咒 J 
矛盾。 （&),(7) 
P (附加 前提〉 

a ) T f 1 

⑴ T ) 1 
(3)y, I 
⑻ A I 

P 


(7) B->0 

⑻ O 

(9) 


⑶⑹ R I 

⑷ cor , i 

p 


(10) DA~]£J 

( 11 ) I> 

(12) GKD 

(13) (OhO)->E 

(14) E 

⑽ 1 丑 

(16) Eh^[3S 
o ) (1) H ( A ^ F ) 
(2) A 


⑹⑼ A J 

(io) r r i 

(8)(U)T f I 
P 

⑽⑽咒 r 

(10) T 7 , i 

矛盾。 （14)，（15) 

〔附加前提） 
<1)A J 



(3) 

(4) Ays 

(5) (AWB)^O^D 

( 6 ) Of\D 

⑺ O - 

(8) D 

(9) 

( 10 ) 

(11) F , 

( 12 ) 

d ) (1) 1 ( S ^) 

( 2 ) S 

(S) 

( 4 > -\B^D 

(5) i> 

(6) 

( 8 ) E ^ 

(9) EW 

e) (1) ： (A-^S)A(G^D) 9 

( 2 ) 

(3 1 ) A { D ^ F ) 

( 4 ) B—E 

(5) 

(6) " l (^ AF ) 

(7) ~ l ! V 

(8) E^F 
⑼ A^-[F 

(10) O^D 

( 11 ) D-^F 


_， I 

(2)^ I 

p 

⑷ (5) 

(6) T, I 
(6)T, I 
(S)T, I 
P 

(ff) (10) T f I 

矛盾 。 (S), ( II ) 

P (附加前提） 
(1) T f I 

< X ) T r 1 
P 

⑶⑷ r , 1 

p 

(5 ) ⑹ A J 

⑺八 J 

矛盾 

P 

P 

(3) T t I 

( 2 ) ⑷ r , _r 

p 

⑹ T ? E 
(7)T f B 

(5) ⑻ r 

(1) T t X 

(3) 1 I 
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( 12 ) 

⑽ 

(14) 

(15) 

⑽ 

(17) 

⑽ 

1-67 


A^O 

I 

A^F 

A^A 


( 10 ) 00) T , I 

♦ 

♦ ♦ 

p 

(13) (i2) r, i 

(14) J 7 , B 

⑼⑽ IM 

(ie>r, e 

(11) T f E 


用规则证明上题中 a ), h ), o ) 各式。 【 11 ( 3)1 


明 a) (1) A 

P (附加前提） 

_ 

(2) ^\AyB 

i 

P 

(3) B 

(1)(2)'J 

(4) C^B 

P 

(5) lO 

⑶⑷ r, J 

(6) A^JO 

OP 

(1) 4 

p ( 附加前提） 

(2) A—CB—0 

p 

(3) B^O 

(l) (2)r, i 

⑷ 5 

f (附加前提） 

(5) O 

(3) ⑷匕 J 

(6) (OhD)^E 

p 

(7) G—(D—E) 

(6)^ i? 

i 

(8) 

(5) ⑺ A J 

(9) 

(8)T ? E 

(10) ](D 八 ~1芯) 

(9)r, B 

(11) -]F->(DA^{E) 

P 

(12) F 

⑽ (11)^ 1 

(IS) B->F 

CP 

(14) A-^ ( E->F) 

CP 

_ # 

(1) 』 

p (附加前提） 

(2) A-jB 

(1) T, X 





(3> iVhO 入 i) 
⑷ OAZ) 

(B) d 

(6) ByE 

(7) DyE^F 


P 

I * * 

(2)(3)^ I 
⑷ r, J 
( 5 ) ^ I 

P 


⑻疋 ，⑹⑺ 2 V J 

⑼ OP 

1~« B 诖明下列各式 

1 p ， ♦ 

a) RWS, P^Q^-]P, 

b) SViJ, 

c > n(P^3)—1CRV 处 ((Q^VIB), B^Pi±Q c 

【 u ⑷】 

证明 a ) 解法 1 


(1) 

( 2 ) R\IS 

(3) s^-\q 

⑷] Q 

C5) P-^Q 
(6) 

解法 2 (1) 尸 

(2) P^Q 

(3) Q 

⑷ S^Q 
(6) RVS 

⑺ J 2 

(8) _IQ 

⑼ H 

b) ⑴ 8MR 


P 

P 

I p 

t 

I ♦ 

P 

⑴⑶⑻ ^ J 

P 

⑷ (P)T r I 

^ (钳加 前提） 

JP 

<1 ) ⑶ L J 

P 

(3) (4)^ I 
P 

(5) ( 6 ) T t 1 
V 

(7)( 8 )， y , T (矛咸 

p 


⑼ 』 


r 


■科 • 



⑻况 

⑴⑼ A J 

(4) 

P 

(5) n Q 

C3) ⑷ tZ 

(6> n 纪 q 

P 

(7) nR ^ Q)A 

(6) T, E 

(8) 

⑺: T, I 

⑼丑 

(5) m T f I 

(10) R^-\B 

(2) ⑼矛盾 

(1) R 

P 

(2) (Q 十 P)V~!B 

P 

(3) Q-^P 

(1)(2)^/ 


P 

(5) (M\/S)^(P^Q) 

(4)^ E 

(6) R\JS 

(1)A Z 

⑺ P—Q 

(5) ⑹咒 I 

(8) Q)A(Q— 尸） 

(3) QT)T ， I 

⑼ P^Q 

(S)T, E 


1-69 对下面的每一组前提，写出可能导出的结论，以及所用 


的推理 规则： 

a ) 如果我跑步，那么我很疲劳。 

我没有疲劳。 

b ) 如杲他犯丁错误，那么他神色慌张。 
他神色慌张。 

c ) 如果我的程序通过，那么我很快乐， 
如果我快乐，那么阳光很好。： 
现在是晚上十一点，天很媛。 

解 a ) 设 P : 我跑步。 Q : 我很 疲劳。 

前 提为： P—a 

( 1 ) P^Q 
C2) ~]Q 



P 


【 1-8 • (5 ) 】 


P 


， 67 • 



⑴⑶ V 


(3)1, 


结论为： IP, 我没有跑步。 

b) 设尽他犯了错误。尽他神色慌张 


前 提为： S ^ R f R 

因为 OS- kB ) AB ^ CISVR ) 故本題没有确定的结 

论。实际上，若为真, S 为真，则为真，&也可为假，故 


无有效推论 B 

c) 设 P: 我的程序通过。 Q: 我很快乐。 

乓阳光很好。 S ： 天很暖和。 

(把晚上十一点理解为阳光不好） 

前提 为：： Q~^R 3 3Rf\S 

(1) P^Q • 

(2) Q—ii 

(3) P-^R 

(4) 飞 RhS 

(5) lii 

结 论为： 我的程序没有通过。 

1 - 60 下式推证是否 有效？ 

甲、乙、丙、丁四人参加拳击比赛，如果甲获胜，则乙失败;如果 
丙获胜，则乙也获胜，如果甲不获胜，则丁不失败。.所以如果丙获 
胜,则丁不失败。 

解设 A 甲获胜，孕乙获胜。 

丙获胜。，苁丁获胜。 ■ 、 i.、 

前提为: -] A^D 
结 论为： C^B ^ 

(1) A^B P 

( 2 ) B^A , ( 1 )^ E 


P 

P 

⑴⑻ A I 
P 

⑷八 J 
⑻ （5 ) A J ： 


( 3 ) 


P 


( 4 ) B-^D 


< 2 )( 3 )y, J 


p 

⑻⑷ ^ J 


(5) O-^B 

(6) 0->D 

故本题的推证有效 a 

1-61 证明 

(氏 v ^ V -" V 汉 )） 八 （ H '] 爲八…八刀凡)今』 
是一个正确的推理琨式。 

证明要证本题为正确推理瑶式， 即证： 

(( n ^(^ iv^v … vj 3")) a ( li^A 刁召货 a … a —汲 

是永真式。 

故原式为 . 

(n^->£)A 1J5) V4 

台 -lUAn 5 >VA 

1-62 证明 

( A — 奶 A (儿- >5) 八 … A (‘―万） 八 （ AV 戽 V … VA)=^B 
是一个正确的推理形式。 

证明要证本题是一个正确推理形式，即证 t 

力 ） A C 4 a — B 〕 八 … A (人 — 方 ） A ( A±y As ^/*--\/ A^)-^B 

是一个永真表迖式。用归 纳法： 

当 w = 1时 

((]i—S) V^) 

q - KC^V 万 ） A 立 t ) V 5 
^-l((nAAA)V(^A^i))V J B 

设当 j — i 时推理表达式为真，即设 

( jil — 功 /v (- iflr >^) A … A ( ifc -1 —丑） 

A C^i V 4 V … V 為 j - i )— 

为真。令 a^iV^v-v^-i 

D^=> {A±-^-B') A 04 厂 >£) 八 … A 万） 

- 53 • 


即设 s 为 r 。 则当时有 

(i>A(J,^)A(OV^))^S 

^( DA ( nA , yB ) / \ (O V A ) ) 

^1 D \/ (為八羽 V ( I^A » Vi ? 

1^ V-^.fcVV (H^A ^i*) 

<^~\ D \/ By A^y ^~\a 

玲 1CD 八 e) VJ5V^ 

^(GAD^B) WA^TWA^T 
所以原题是一个正确推理彤式。 

1-83 银行的金库装有自动报蝥裝置，仅当总经理室的一个 
人工控制开关合上时，它才能动作。如果这个人工开关合上，那么 
当金库的门被撬时或者当工作人员尚未切断监视器电源且通向金 
库的通道有人时，就要发出警报。试设计这个控制线路。 

[1-1(1)】 

解设巧人工开关合上。弘金库的门被撬。 

邳工作人员尚未切断监视器电源^ 

^通向金库的通道有人。 

P ： 自动报替装置报瞥。 

则有 F ^ PA ( QW ( BAS )) 

其控制线路如图 1 - 2 . 



图 1-2 

1-64 设计一个控制盥洗室照明的电路，使得分别裝在卧室 
和盥洗室的两只开矢都能控制照明。 [： L -9.(2)】 

解设盥洗室和卧室的控制开关分别 
—- s 为^^和瓦〜 S 表示盥洗室照明状态，灯 

亮为 “1' 灯暗为 “ W 。 11 K ± m - K , W ^ 
图 1-3 状态也以“0”和“广表示』则 



所以控制电路如图 1-3。 

1^5设计一个二进制半加器的电路，它的功能如表 1-23 所 
示，其中$和女是被加数，厶是和是进位 c 【1-9,(3)】 


表 1-23 



解半加器 是由® 与?/相加，求出和8以及进位 C 7 的一种逻 
辑线路，这一线路有两个输入％ ^和两个输出8与 C 。 由上表所 
列情况 可知： 

S^xVy, G^x f\y 

故逻辑线路如图 1-4 所示 Q 



图 H 

1-66 设计红绿灯自动控制线路，耍求传感器中计数器内容 
2,当 Z ^5 时亮绿灯，当 Z < 2 , 亮红灯，当 2 < Z <5 时亮黄灯。 

【1-9.⑷】 

解设 P : Z >5_ aP 今厶（亮绿灯） 

且亮红灯） 

• et « 


因为 


解 


S , 2< Z < B , s 今 LU 亮黄灯) 

s ^-\ fa ^ q ^- kpvq ) 

故控制电路如图 U 所眾。 

' 1-67 设三人表决器装 

有式 瓦 G 三个按钮，其中 

3 j . 为主桉钮，仅当2及其他 

_ u 两个按钮至少有一个按下 

3 时,表决器灯亮，试设计此表 
^ 1-5 决器线路。 

由题惫 可列出真值表1-24。由表有 ： 


F 分 (AABA 刁 0) V (AABAO) 
0(] 八 1^ A ^) V (( AAB )\ n ^ VO )) 

访 (Ah 飞 

^ AMByG ') ' 

故表决器线路如澍 1-6 所示。 




1-68 设计一种保密锁的控制电路 5 锁上共有三个键钮< 
B . O 。 当三键同时按下,或只有5两键按下，或只有為五其 

，钐 2 ■ 


表 1-2B 



中之一按下时，锁被打开，请写出此控制电路的公式并画出线路 
图。 

解根据题0要求,列出开锁条件的真值表如表 1-25 所示。 
由真值表可写出逻辑表达式为： 

V (AAH^A ICO Vn^AHA ^\C) 

台 （2 八 S) V(A 八 "] 忑八] CO V( _ 1 乂八万八 ~[P) 
^(AA(BVnBA^]0)))V(^]AABA-]0) 
^(^A(^VIG)) vn^A^AHCf) 

^(A i \B)V ((AV A^\0), 



图 i-r 




^(A (A 

■故保密锁的控制电路如图 1-7 所示 D 
1-69 在上题中，附加一个报警装 S 的控制电路 ，当出 现不符 
上述 开锁信 号时，使电铃发响报瞀。 

解 设报瞀器的输出信号为&在上题所列出的真值表中，使 
沒为 0的变元指派，应是使汉真值为1的变元指派，但还耍除去 
人£， O 均为0的情況。故可列出真值表1-26。 


表 126 



由真值表列出报警器的逻辑表 迖式： 
S^(AA~lBhO)\/ C\A/\BAO) 

o(n 五八 co 八 c^vn^))v n^ASAO) 

铃 O 八门 ~ 

分八 covru ⑽ 

其电路如图所示。 
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第二章谓词逻辑 

A 内容提要 

1谓词的槪念与表示 

谓词在反映判断的句子中，用以刻划客体的性质或关系的 
即是谓词。 

谓词填式 单独一个谓词不是完整的命题，把谓词字母后填 
以客体所得的式子称为谓词填式。 

n 元谓词 由《个客体插入到固定 位置上 的谓词填式，例如 

称作一元谓词， &) 称作二元谓词， L ( a , 6, c ) 称作三元 
谓词，依次类推 o 

2命题函数与量词 

命题函数由一个谓词，一些客体变元组成的表达式称力简 
单命题函数。 

复合命题函数由 一个或 w 个简单命题函数以及括号、逻辑 
联结词组合而成的表达式称 笈合命 题函数 3 

个体域在命题函数中，命题变元的论述范围称作个体域。 

全总个体域 个体域可以是有限的，也可以是无限的,把各种 
个休域综合在一起，作为论述范围的域,称为全总个体域。 

全称量词符号 “ V ” 称为全称量词，用来表达“对所有的”/‘每 
一个' “对任一个' “凡”，“一切”等词。 

存 在量词 符号 “3” 称为 存在還 词，用以表达“菜个' “ 存在一 
些' “至少有一个”， “对屮 一些”等河。 

存在唯一量词 符号 3! 称为存在唯一 fi 诃，用以表达“恰有 



—个'“存在唯一个”等词 a 

恃性谓词在讨沦带有量词的命题函数时，必须确定其个体 
域，为了方便，可使用全总个体域。限定客体变元变化范围的谓 
词，称作特性谓词。 

3 谓词公式 与翻译 

原子公式把形如%)称作谓词演算的原子公 
式， 其中: 巧，〜…，知是客体 变元。 

合式公式谓词演算的合式公式，由如下各条 组成： 

(1) 原子谓词公式是合式公式。 

(2) 若2是合式公式，则 ni 是一个合式公式。 

⑻若4和 S 都是合式公式 

和是合式公式 

(4) 如果2是合式公式是2中出现的任何变元，则（ V ®) 
A , (丑)4和 (3 b )』 都是合式公式„ 

(5) 只有经过有限次地应用(1>, (2), (3>, (4) 所，得到的公 
式是合式公式。 

4变元的约束 

指导变元给定 a 为一个谓词公式，其中有一部分公式形式 
为 ( VWJ » ，或(3疋)1^)，或臼 ㈤ 尸⑷，这里的 U 3!后面 
所跟的％称为相应量词的指导变元。 

辖域 给定谓词公式中，形式为 ( V $) P ⑻，和 
中的 P >) 称为相应量词的作用域,或辖域。 

约束变元在作用域中，$的一切出现，称为$在公式《中的 
约束出现，所有约柬出现的变元，叫做约束变元。 

自由变元 在谓词公式《中，除去约束变元以外所出现的变 
元,称作自由变元。 

换名对公式《中的约東变元，遵照一定规则更改名称符号， 
称为约束变元的换名。 

■ 赵 6 * 


代入是对自由变元代以式子，要求代入后的结果式是原式 
的特例 C 代入式子的值域与被代入变元的变域相同)。 


6谓词演算的等价式与蕴含式 

陚值在谓词公式中常包含命题变元和客体变元，当客体变 
元由确定的客体所取代,命题变元用确定的命题所取代时,就称作 
对 m 词公式赋值。一个谓词公式经过賦值以后，就成为具有确定 
真值的命题。 

等价给定任何两个谓词公式 wtfZ 和 wffS ， 设它们冇共同 
的个休域 取若对 2和 p 的任一组变元进行赋值所得命题的真值 
相同，则称谓词公式2和5在五上是等价的，并记作 

有效给定任意谓词公式 wffA , 其个体域为馬对于4的所 
有賦值， wffi 都为真，则称 wffi 在丑 上是有效的（或永真的）。 

不可满足一个谓词公式如果在所有賦值 _ F 都为假， 
则称该 wff ^ l . 为不可满足的（或永假的）。 

可满足一个 wfLl ， 如杲至少在一种赋值下为真，则称该 
wffJ . 为可满足的。 

谓词演算中的等价式和蕴含式命题演算中的等价公式崁和 
蕴含公式表都可推广到谓词演算中使用，此外还有如下一些谓词 
的等价公式和蕴含公式。 

蕴含公式 

<V^) A (^) v (V^)B(^)^(y^ (A(a：：) \! B{xY) 

(3®) (A(p) A B (^) ) (Eic) A (^) /\ (3r r ) B » 

(3^)V^) B{%)^ (Vcc) (』(>)— 

b ) 等价公式 

(3a?) {A. (ic) V ^ (^) ) ^ (3^) A. (a?) V ( 3a?) B (^) 

(V^) (J.(ic) AB(a>))^(yx')A(ic) A (yx)B{x) 

H ⑽斗) ㈡ (彐必) 

( Va >) 分 』 V ( yx ) B ( x ) 



( 彐 a?) (AAB(x)) ^=>A A ( 彐 B ( 怎） 

(3x) Qix)A 0 ) 4 ( 3 ^) B(p>) 

(Vq ：) A. (x) ( 3 o >) (A (x)—>B) 

(3a?) A.(p) —B ㈡ (Va?) (A(x)S) 

A^(S^)B(x)^(3x) {A->B(x)) 

6 前束范式 

前束范式一个公式如果量诃均包含在全式的开头，它们的 
作用域延伸到整个公式的末 M , M 诙公式叫做前束范式。其形式 
为 （ Oi )( Om ) …（口0岑其中□是量词？或 3, 叫是 客体变 
元, 2是没有量词的谓词公式。 

前束合取范式一个 wfU 如果具有如下形式，则称为前束 
析取 范式： 

(□幻 1) 〔□ %) "’（□') [(』ii AA … A AuJ 

V (^Ul Al 4 抑八 … 」 . 糾） V…V (』ml A 2j»aA … Afni 巧 )] 

其中 a …的意义与上述相同。 

定理 2 - 6.1 任意一个谓词公式，均和一个前東范式等价。 
定理 34.3 每一个 wffi 都可转化为与其等价的前束合取 
范式。 

定理 3-6.3 每一个 wtfA 都可转化为与其等价的前束析取 
范式。 

7谓词演算的推理理论 

全称指定规则如果对论域中所有客体成立，则对论 
域中某个任意客体 c , P ( c ) 成立。这个规则可表 示为: ( V 乾产 , 

它简记为 US a 

全称推广规则如果能够证明对论域中每一个客体 c 断言 
尸卜)都成立，则可得到结论 ( VWP 0) 成立。这个规则可表示为； 





存在指定规则 


,它简记为 ua Q 


如果对于论域屮某些客体成立，则必釘 


某个特定客 体〜使 ？⑷成立。这个规则可表示为：它 
简 i 己为 紙 

存在推广规则如果对论域中某个特定客体~冇 P ( c ) 成 
立，则在论域中，必存在 a 使得成立 □ 这个规则可表示九 

它简记为五设。 

带有量词的蕴含公式和等价公式如表 2-1 所示 Q 


表2^1 




(Vc) A ⑻ V {Vx) B (x) -> {(Vjc) {A{x) V7^(-)j 
(3x) {A (s) A B{^))^> (Ba：) A{%) A (Ba?) B (a-) 
{3^A{%)-> (Vx)S(x)^ (Vy) (A (x) ->B{x)) 

㈤ （ A ⑻ VB(a))<r>(3^)A(x)\J (3x)B(x) 
⑽ （雄 )j\B(x)) ㈡ (Vx) A (ar) A CV^j B (x) 
^ ^ (Var) ^]A(x) 

n (Va;) A (s) ^ (3^) n 雄） 

(Vs) (A^B^^AV (Vx) B (x) 

㈤ (4 A 召 ( P )) A ㊈ ') s ⑻ 

(3 j ) { A ^ x ) ^ B ( x ))^( Vx ) A ( x ) 0£) B ( x ) 

(yjc) A («) {3^) (A(jt) -^B) • 

(3a;) A (a?) — >5“ (Vj?) (2 〈 a?) >B) 9 r， 

A-> (Vx) B (j?) <-> (^> {J^B(x )) , r 

A->(3^) B (a;) (3万） (A->B(x：)y t 


B 选题例解 

例题 ti 符号化下列 命题： 

(1) 没有不犯错误的人； 

(幻犮光的不都是金子； 



(3) 在上海高校学习的学生，未必都是上海籍的学生。 

分析用一阶谓诃表达式符号化命题，首先要注意到带有量 
词的各种情况。本题中都是具有全称量词命题，例如 (1) 中有 
不犯错误' (2) 中的“不都是' (3) 中的“都是”等。这些词句 iff 是 
对命题中的全体客体所具有性质的描述^由于全称量词的否定与 
存在量词之间的联系，我们可以把同一问题用不同量词的肜式表 
达,如 a ) 中“没有不犯错误的人”可解 释为： “只要是人,必然会犯 
错误”或者也可解 释为： 吞在不犯错误的人是不可能的”。这两种 
不同的形式化描述,在前箸是对“所有”人,而在后者是对“存在”某 
个人的否定。 

其次 在应用谓词对命题符号化过程中，由于汉语上的习惯用 
法,可以对某些客体予以省略,而在符号化时，为了表达清晰,必须 
予以补充明确。如⑻中“发光的不都是金子”实际上是指“发光的 
东西不都是金子”。这里论述的客体是“发光的东西”而非“发光 
的”。 因此 (2) 可理解为 ： “不是发光的东西都是金子”，或者是“存 
在着发光的东西不是金子”。此外，对于用谓词符号化命题时，需 
要注意的是刻划客体属性的深度问题。例如 (3) 中，“在上海髙校 
学习的学生\可以作为一个谓词刻划,也可以把它分 解为： “在上 
海的学生”以及“是在高校学习的学生”这两个谓何。同理,“是上海 
籍学生”这个谓词，可加深刻划为“是学生”,以及“是上海籍的人” 
这两个谓词的合取式。在符号化命通的过程中，刻划谓词的深度， 
将由题目要求决定，有时为了强 M 某些客体的属性，在符号化过程 
中,就需将这些特殊属性,单独列成谓词予以描述。 

解 （1) 设 10):$ 是人。犯错误。 

本题符号 化为： （ W ) ( M ( x )^ Q (： x )) 

成者 nO ^ X ^ C ^ A ^ Q ^)) 

⑶设是发光的东西 a 沒 ㉔ )，是金予 a 

O ) ( i ( aOA ] 分 ( a )) 

或 n ( VW ( L »& CaO ) . 

( 3 )设汉$是上海髙校学习的学生^ 


是上海 籍 学生。 

则 (3c) ( S ( a ;) A -\ F ( x )) 

本题也可加深 刻划： 设 SO)， 是学生 s 在学习。 

丑00: &在上海高校。6一)，是上海籍贯的人。 

则 ^\(Vx)(S(x)AL(x) AI{(^G(a>) AS(a>)) 

例题 2-2 写出（如） ( 3 a^)G 

<>)) 的前束范式。 

分析一个 wfiVJ., 如杲词均在全式的开头，它们的作用域 
延伸到整个公式的未尾，则该公式称为前束范式。为了要使本题 
中的量词都放到全式开头，首先要把企式中的条件式化掉，然后 
再利用变元的约東情况，将量词推到全式的最前面 s 在本式中 
(V$) 和 （3$) 中的指导变元 z 名称相同』故在考虑辖 域时极 易造成 
混乱。为此在转换过程中对跫词及其辖域'中的指导变元进行改 
名，改名时一定要更改为作用域中没有出现的变元名称。 

在 fl 词推向全式最前方时， S 词前不能带有 “T 记号，为此， 
在转换前束范式的过程中， “TH 己号深入各个量词辖域中是极为 
重要的少骤。 . 

解 ( V ^) {F (x) —G (Bx)F(x)~> 〔3疋 )(? 0) > 

^(Wx) C~[F (^) y(x(^)) 

-^C'l ( 彐出 ) i^Or) v ( 彐卬 )(?( 出 )) 

0~10^)(]，(>)\旧0)) 

Vn(^)I T (aOV(^)<?(^)) 

分 ( 彐卬 ) (F(x) V(?(») V (WO 刁 

〔彐 0) v (>) ) V (V^)n^(^) 

0( 彐 ㈤ ⑽昨 ) V Q (^) V 
例题 3-3 用推理规则 证明： 

前提 （；) P 0)—( V $) ( CP <>) VQ ㈤ ）—丑 0)) 

( 3 a:)P(x) , ( 3 x)Q(x) 



结论 (9^) (3^) (R C^) A JJ W > 

分析一阶谓诃逻辑中的逻辑推证也经常用到 A 几等 
推理规则，其意义与命题公式中的对应规则相同，只是在带景词的 
谓词表达式进行推理证明时，除公式表上已列出的带量词公式变 
换外,一般要先应用或规则，将量词指定后再对谓词公式 
进行逻辑推证，然后再应用 ET 沒和瓦 反规则,对命题进行量化。在 
应用指定规则时，特别要注意 I7S 和五 S 应用的先后次序^如本 
题中先指定 (3c) 中的$后，对 (VW 中的$可随意指定，但如果先 
指定 (VaO 中的 m 后，对 (3a；) 中的 ® 就不能任意作特称指定。 

本题 结论是 (3$) (3女 ） （iJ ㈤ 1\物、\ 因此要两次分别指定 
(30 中的$和（3以中的…即是要根据变元的情况，作两次存在/ 
推广。 

证明 (1) (( P (^) 

⑶ (3w)P{x) P 

( S ) ( W )(〈 P ⑷ VQ ㈤ ) — ⑻） i ' (1) ⑶乃 JTl ， 






























结论 ~1(谢⑻— ㈣ ⑽ ( S ( x , 
证明 过程： * 


(1〕 

( V ^) ((3 i /) (S(^ y) K M (y) ) 



—( 士 ）（ P ( X ) AiKh 力） 

p 

⑵ 

(3y)(S(b ， y) A M {p) ) 



~> (彐: r ) ( P ( z ) /\R(b^ %)) 

(1}VS 

⑶ 


P (附加前提) 

⑷ 

(wn^o) 

(3JT, E 

(5) 

IP (a) 

{40 US 

⑹ 

-]P(a)y-\R(b, a) 

t ， mi 

⑺ 

(vwoovn 

⑹ I7t? 

⑻ 

^{3z)(P(z)/\R(b, ^)) 

(X)T，E 

⑼ 

] ㈤ 卿， V ) A M {y) ) 

⑵⑻ U 

(10) 

㈣ ns(& ， ^vn^(^)) 

(9)^ E 

(1J) 


(10) J 7 , E 

02) 

( V ^) (S (^, ^)->^]M(p)) 

(X1)VQ 


(is) 飞玉 ) r (z) 

—(wo(vv)(6>j)—] 卵 ） op 

分析带貴词的谓同合式公式，在进行逻辑推证时，必须正确 
使用 VS ? E8 , UG , EQ 这几个消除踅词和扩张量词的规则。在 
推理过程中，谓词公式只能应用尜 2-1 所列的蕴含式与等价式，除 
表中所列的带量词公式外，一般的不能在量词后面的辖域内进行 
蘊含推证或等价变换。如 

CV .)( n ^(^) Vnfi (&, ㈡ ( W ) 刁 ( POO 八 2 )) 
但在榧理中不能作为公式引用，西为它未列入推理公式表中，因 
此必须根摒 ps 或[/沒规则，消除 a 词后，才能对谓词公式进行蕴 
含或等价推证。在作了适当的推演后，再应用规则恢复 
约束关系，以完成带词公式的逻辑推证。根据上述分析，本例中 
⑺4⑻，⑼ 4(10),(10)4(11) 都是错误艰骤 n 其中 (7)4(8), 

⑼ 4(10) 还包括了“省略 75 炎骤的错误^本题的正确证明如 T : 


• 73 ♦ 


证明 


(1) (V^) ((3^) (Sv) 


z}) 

P 

(2) (3^) (6X6, V)hM(y)) 



ayus 

(3) ](3 狀 ㈤ 

■p ( 附加前提 ) 

⑷ (V.)nP( 3 ) 

(3)^ B 

(5) 

(A)US 

(6) ^\P{a)\f~[R(b, a) 

(5)^ I 

(7) H(P(a)AB{^ «)> 

i&)T, E 

⑻ (V,)-1(P(,) AJi(&, ^)) 

0)VG 


(8}^, E 

(10) y)\M(y)) 

⑼⑼ A I 

( li ) (V^)n(^C^ v) 

(10) T } 1 

(12) c)AM(c)) 

(11)US 

(13) -\s(b^)y-\M(c) 

(12) I 7 , B 

(14) S(b } e)^M(o) 

ClZ)T f E 

(15) (Vy) {8{h s y)^M(y)) 

(14)17^ 

(16) (V^) (Vp) (S(^ 

(15) UQ 

(17) ](3 3 )增 


— ( 办 ） （％) (S(^ 

OP 


c 习题与解 

sm 用谓词表达式写出下列命题 i 

a ) 小张不是工人^ 

b ) 他是田径或球类运动员； 

0) 小莉是非常聪明和美丽的； 

d ) 若价是奇数，则 2 饥不是奇数！ 

e ) 每一个有理数是实数 i 


f) 某些实数是有理数； 

g ) _每个实数都是有理数； 

h ) 直线盔 与直线 i ? 平行连且仅当直线盜与另不和交 0 

【2-1.⑴3 

解 a ) 设 TF ㈤ J 是工人。 A 小张 3 
则有 niF ( c ) 

b ) 设是田径运动员。上 ( a ): £ T 是球类运动员他。 

则冇 s ( h ) yB ( h ) 

0) 设是聪明的。 刀^) ^是美丽的。 i : 小莉。 

则有 0 ( 1 ) AB (0 

d ) 设 0 G ®)， 是奇数。 - 

则苻 0 ㈣ —] 0 ( 2 m ) 

设只(0,是实数。 Qk )， 是有理数 a 
则有 （ V ^ KQh )— BOr )) 

f ) 设几>)，是实数。 Q (>) ，是有理数。 

则冇 (3^) ( M (^) AQ (^)) 

g ) 设 iJOr ) ，是 实数。是存理数。 

imi 刁 （ WO (』 Kd — Q (») 

h) 设 P(A 2/) : 直线； & 平行 f Vo 

G {^ 女)：直线 ® 相交于 直线… 

则冇 p ( a ? 

a ^ 找出以下十二个句子所对应的谓词表达式： 

所有教练员是运动员 （/(>):/>($)); 
b ) 某呰运动员是大学生0?(»); 

C ) 某挫教铄是年老的，但是健壮的(0(>)， r ^)) ; 
d ) 金教练既不老但也不是健壮的 CO ; 
o ) 不是所存运动员都是教练： 

f ) 某些大学生运动员是国家选手 ( Ob)h 

g ) 没有一个国家选手不是健壮的； 

10所有老的国家选手都是运动员 i 


i ) 没有一位女同志既是国家选手又是家庭妇女 0^0), 

邱 ))； 

]) 有狴女同志既是教练员又是国家 选手； 

k ) 所有运动员都钦佩某些教练(2(% ^)); 

l) 有些大学生不钦佩运动员。 【2- M 2)】 

解设 7(4: z 是教练员。是运动员。 

得 ㈣ （，⑻ — 增） 

b ) 设尺是大学生。！/(>)，是运动员。 

0) 是教练员。 00) ，是年 老的。 

厂 ㈡ )^是健壮的。 

有 乂士 )( J»AO ㈤ AF ») 

d ) 设0{>)，是年老的。 ： r 化)3是健壮的。 

3 ： 金教练。 

则有 noo ) A ~ t ^(；) 

o ) 设是运动员。^化)，是教练员。 

则 ™|( V ^) ( L (^ J (^)) 

本题亦可理 解为: 某呰运动员不是教练。 

故 （％)(£(>) A ~ k (>))。 _ 

f ) 设《0):^是大学_。 i ㉔ )： w 是运动员。 ' 

O ㈤，是国家 ^ 手。 

g ) 设^是国家选手。 ： 是健壮的。 

故有 0^)(00)470)) 或 ~1(士 )（00) A 1 KO )) 

W 设0<>):0：是老的。是运动员。 

0(4:0： 是国家选手。 

则 ⑽（0[>)八吻)— io )) 

$设 T^Or):：c 是女同志。丑»:怎是家庭妇女 u 
a(«o ，是国家选手。 

得 一 | ㈤ (W{x) AO(^) AS 仏 )） 


j ) 设 If ( Ww 是女间志。是国家选手 • 

逛敎练员。 

则有 （七）（『 ⑻ AJ ( x ) AG ( x )) 

k ) 设是远动员。 ./ ⑶) j 是教练。 

v)i ^ 钦佩女。 

故 （VW (i ⑻― (3^) ( J ( y ) A A (A W ) : 

l) 设是大学生。是运动员 0 

v)x ^ 钦佩少。 

故 （士） { S ( p ) K ^ j ( L { p )^ A (^ _ v ))) 

3 3 令 P0) 为是质败'起⑻力％是偶数 '00) 为％是 

一 奇数 W 为除尽〆、把下列各式译成汉语。 

a) P(5)； 

b) E (2)^ P (2), 

c) (V^)(Z)(2, ^)^(^)), 

d) (3^) (E { x ) A D ( x ? 6))； 

e) ⑽ n 叫)->-|叩，))； 

f) (V$) (五㈤ 一 >(VWO>k p )~> E ( x))h 

g) (yx){P(x)^y) {E(,j)hD(x ? y))), 

h) ⑽ (O ㈤ ~>(V2/) CP(y/)->"|D(^ y)U 【 2,3.(1 )】 

解 a) 3 是质数。 

b) 2 是偶数且 2 是质数。 

c) 对所有％若 ® 被2除尽，则; r 是偶数 Q 

d ) 存在％ $是偶数，且$除尽 6( 即某些偶数能除尽6)。 
o ) 对所有％若^不是偁数，则$不能被2除尽。 

0对所有％若$是偶数，则对所有I若 ® 除尽2/，则V是偶 
数 。 

g) 对所有 A 如果$是质数，则存在 A S/ 是偶数且$除尽穿 
(即所有质数能除尽某些偶数〕 。 

h) 对所有％若$是奇数，则对所有％ &是质数 ，则: r 不能陴 
尽〆即任何奇数不能除尽任何质数)。 


.If 


2^4 设 P {< D) f L { x ), It 、 y ， 4 和丑 Oj ) 分别表荥、是一 
个点 ' 、是一条直线'士通过疋和#，％ 符号化下面句 子 1 

对每两个点,有且仅有一条直线通过该两点。 [2-3. (2)】 

解 

o) (%) ((POO hP{y)K~\E{x,y)) 

—( 彐⑷ ( L (^) Ai2(®^ y t sO〕） 

8-S 利用谓词公式翻译下列命题： 

功) 如果冇限个数的乘积为零，那么至少有一个因子等于零。 
t) 对于每一个 实数％ 存在一个更大的实数女。 
o ) 存在实数;^汉和\使得0与3/之和大于您与0之积。 

d ⑻】 

解 a ) 设是有限个数的乘积。为0。 F ( x) t 
您的乘积为零。是乘积中的一个因于。则有 

(V*) ( (N (^) AP (心 ㈤ (F(^)A^))) 

b ) 设丑0) : 怎是实数。 办女 大于浓。故 

(V^) C8(>)—(3 女） （Q(£»， y ) A^(y))> 

c) 及0):$是实数。 G ( x , 夕)： a： 大于沒。则 

(3a;)(3^) (3^) ( M ( x ) /\ E ( p ) f \ R \[ z ) A£?(asH-^ x - t ) 

3-6 用谓词公式写出 下式： 

若 《<沒， 且 2<0,则》4：>汉-2。 . [2— 3.(4)】 

解设 沒0», 夕 ) : a ? 大于 y。 则有 

(的) ((?(& WAGKO, tO) 

2~7 自然数共有三条 公理 〆 

a ) 每个数都有唯一的一个数是它的后 继数； 

b) 没有一个数，使数1是它的后继； 

c) 毎个不等于1的数，都有唯一的一个数是它的直接先行 
者。 

用两个谓词表达上述三条公理， 12- S . (5)】 

解设及|>):仿是一个数。 是①的 后继数（即$是 
汉的直接先行者，这里2的直接先行者是 l) e 则 


b ) 刁 ㈣ (释） AS ( O ) 

c) (V^) (N(a>)A~]S(^ 2)— (3! 女）（及 ( 女） 八叫 & 4)> 

2-8 用谓词公式刻划下述命题： 

那位戴眼镜的用功的大学生在看这本大而厚的巨著* 

[2- 3 ■ ⑹】 

解设是大学生。五1>)，是戴眼镜的 4 

是用 功的。 R ( p , 女):®在看少。 

GKWj 是大的。 Z ( y ):3 /是厚的。 ^0/) j 是巨著。 

士这本。 6:那位 。则有 

E(b)AF(b}AS\b)/\R{b t a)Aa(a)AK(a)AJCo) 

2-9 取个体域为实数集函数/在 a 点连续的定 义是: 
广在点 a 连续3且仅当对每个 s >0, 存在一个 S >0, 使得对所有 
% 若卜 —M < S ，则1/(>) - f { a )\ <8,把上述定义用符号化形式表 
达。 【2-3.⑺】 

解设^(巧女):$在 y 连续。心则 

P{f, a)^((v^) (aa) (V^) (QCs, o) 

O) AQC5, \x-a\) 

—Q( S , \f^)-f(a)\)))) 

HO 用谓词表达式符号化下列命题， 

(1) 有一数比任何数都大 ； 

(2) 并非一切劳动都能用机器 代替； 

(3) 存在着一个并且仅存在一个偶数 * 

解 （1) 设及 0): a ; 是数。大于心 

㈣ ( N ( x ) A ㈣ y )') 

(2) 设[00:怎为劳动。为机器。 

R ( p , 被汉代替。 

]( W ) ( L ( x ) -> C ^) (卿)八私 3/))) 

(3) 设^是偶数。 

{3 x ) P ^) h (3 la >) P ( a >) 
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2- 11 对下面每个公式指出约束变元和自由变元， 

a) (V^>P ㈤—尸 Q/h 

b) (Vx) (P (^) A Q (^)) A (3^) S (^)； 

c) (3x) (V^) ( P (ic) AQ(p)-> (Vic) ii (^))； 

d) ( 彐泛 )( ■ 尸 (X 2 / 〕 A 物）。 【 n(l )】 

解 a) £D 是约束变元 , y 是自由变元。 
b) ^ 是约束变元，在 P(WAQ^) 中的 $ 受全称量词 _(v ) 约 
束，在 6(>) 中的 $ 受存在量词 (3) 的约束 D 

4 a i ； 都是约束变元， POO 中的 $ 受 (3) 的约束，及 ㈣ 中的 
$ 受 (V) 的约束。 

d) y 是约束变元， 2 是自由变元。 

3- J2 如果论域是集合外，试消去下面公式中的量词 a 

a) (V®)P J 

b) (V«)ii(aO ACVaOSO); 

0 )」（VW(P(oO—Q(。))； 

d) 0^)一|尸(岣 V (V®)P0c) ; 

e) (V^) R(<d) A (3 疋 )6㈤ 。 【 2—4, (2)J 

解 a) (^a>)P(x)^P(a)AP(b) AP(c) 

b) (Vic)iJ(a?) A (V^) S(x)^ . 

It {a) hR(b) AJi(0 AS(a) hS(b ) 入 S(c) 

o) (PW->Q(a))A (P(6)^Q(i))A (P(a)->Q^» 

d) nP(«)A ™1P(6) A nP(c)) V (PW AP(&) 八尸 (c)) 

e) (R(a) AR(l) AR(e))A (S(a) V«(&) VS(^) 

2-13 设个体域为 {0, 1}, 将下列命题转换成不含®词的形 
式： 

a) < Vo >) jF (0, 办 

to) (V^) (V^)F(^ y)； 

o ) (彐 I 疋 ) （ VV)F (^《)； 

d ) (3 x )(( Vy ) F (^ p ) W &( x)h 

e) (3 咖 » — ⑽㈣ i 

* * • 

« ao « 

• , 


f) ㈣ ㈣ F(x, 

解 (V^i^(0, ^)^(0, 0) hsh\(S, 1) 

b) <y^)(V?/)F(x ? ^； ^>(V^)(j^(^ 0) A^ T (^ 1)) 

㈡ (m o) 八 m l)) 八 （m 0)A^(i, i)) 

c) (3\x) <yy)F{a) r y)^(3\a:) (F(^ 0) AF(^ 1)) 

^(^(0, 0)Ai^(0 J 1) An(^a 0)hF(l 3 1))) 

V cm o) AF(J, 1) \^](F(0 f 0) AF(p t 1))) 

d) (3^)((V^)^C^ P)VG^)) 

^ ( 3 ®) ( {F{x } 0 ) l\F(x f 1)) yG(x)) 

^((F(0, 0) A F (0, 1))V«(0)) 

V (( F (1, 0) A ^.(1, i )) V ^( l )) 

e) ㈤⑷ 4 ⑽㈣ 

^(0) VF(r)^G(0) A G (X) 

f) o)( ㈤㈤ ） 

^(V^) (F(x, 0)\JF(a> J l)-> & (x)) 

^(F(0 t 0) V F(0, !)->(?(0)) 

八(吼 0) V^Cl, 1)(1)) 

^14 寻求下列各式的 真值： 

a) (VaO (_P(» VQ ㈤ ）：其中 ？(>): ^ = 1 , Q(z);p=2 且论 
域是 {1 ， 2}; 

b) (wo (P—Q ㈤） V 五 0) 』其中 P : 2 > i, Q ㈤：。 < 3,五⑷： 

^> 5 , 5 且论锁 {— 2 , 3 , 6 }。 【 2 - 4 . ( 3 )】 

解 a) (V^) ： P(x) V Q.(x)) ^ (P (1) VQ(D) A (P(2) \/ 
Q ⑺）但 p(l) 为咒 Q(X) 为 F, P( 2 ) 为 A 0( 2 ) 为 TV 听以 

(V^) (P(>) VQ ⑷）玲 CTW) A (F^T)^T 

b) (V$) (P-^Q^)) \/E(a) ^((P^Q(-2))A tP—Q(3)) 

八 (P—Q ⑹ ））V 丑⑻ 

因为 P A T ， Q (— 2) 为 y, Q ⑶为 A Q ⑹为乂及⑹为 K 

所以 


(W) (P^Q{^) R» 八 (T^T) A (T^T) 



A \JF 

SM 5 证明公式 ( VWP(d A(30"1PO) 是永假式。 

证明假定公式 C^)P(4A(3W|P(^ 不是永假式，那么 
至少存在某个 賦值％ 在此賦值情况下 (Va)P<>) 与 (3^)nP(^) 
同时为真。因为 (VaOPO^O 为真，故在论域 D 中对任意元 A 
都为真。 （30 刁 P(W 为真 3 则在论域2> 中，至少有某个元 素心使 
得刁 P(c) 为真，因而在这陚值情况下，有 P(c) 为假 a 但由(V®) 
P 0) 为真，可得 P 0) 为真，矛盾。 

因此 (W) POd ) A(3y：nP ⑼必是永假式。 

2- 16 对下列谓词公式中的约朿变元进行 换名： 

a) (Vo>)C3^)(P(^ ^ q ( y )}^ S (< o r y)； 

b) ⑽ (P(4—( 释) VQ (疋 )） 八㈤聊 >X3 仰 Or， 也 

12-4. (4)] 

解 a) ⑽㈤ (化 QW) ⑶ (W) 

b) (V«) {P(u)^(R(u) VQ W) A (3^)B<u))->(3^)^(^ i) 

3- 17 对下列谓词公式中的自由变元进行代入： 

热 ) ((32/)J.(^ y) (V^) B(x, z )) A (3a；) (^z)0y 3 z )； 

b) C(V^)P(^ 女 ) 八 ㈤ 伽 2 ))V(V^i?(A 穿)。 

【2-4, ⑹】 

解 a) ( (3y)A(u :t y)^v)) A (3 拓 ) (V^) O{x t t 3 z) 

b ) C ( V ^) J >( W , ^) A ( B ^) Q (^ ^)) VC ^) ii (^ 0 

3-18 考虑以下赋值 :论域 刀={1, 2} 


指定常数 a 和& 


1 

a 

1 

b 

1 

1 

2 

指定函数/ 

/⑴ 

烟 

1 

2 

1 

1 


f d 2 • 


指定谐词 p 


p(l, 1) 

p'x 功 

pp ， l) 

P 〈 3, 2> 

T 

T 

F 

F 


求以下各式的 真值： 

a) P{a, /(«)}AP(^y(6)); 

b) ⑽㈣ P ⑻办 

o) (V^) ⑽ (P(X, V y>P(J{x\ f 【 2-5, (1 〕】 

解 a) P(^/(«))AP(A,/(^)) 

^PCl./CD) AP(2, /(2)) 

片 P(l，2) AP(2 7 1)^TAF^F 

b) (V®) (3^)P(^ (PCI, a;) V-P(2, ^)) 

玲 (P(l, 1)\/^(2, 1))A(J 5 (1 ? 2)YP(2, 2)) 
^>(TWT) A (F VF) 

*) ( V ^)( Vy ) ( P (^ y )^ P ( f ( x ) ，赌、 

八 （ P(% 2)oP(/(oO/(2)))) 

^( P(X 1)—八/(1),/⑴ ）） A ( P (1, 2) 

->P(/(l),/(2)))A〔m 1) 

^ P (/(2) J /(1))) ACP (2 J 2) 
^P(f(2) ? f(2))) 

^(P(l, 1)—P(2, 2))A(P(1, 2) 

^ a i))a(pc^ i)^pa 2» 

A CP(2, 2)^(1, i)) 

㈡ (mo A {T^IO A 、 F—T) i\ (F—T) 
^FAFATAT 

H9 对以下各公式赋值后求真值 * 

a) (V^) (F(x)-^Q(J(x) ， a))* 

b) (3x) (P{f(x)) AQ(^ /(a)>j 
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o ) (3^) ( P (^) AQ (^ a ))； 

d) (v^xa^tp^) AQfe 发 )）。 


其中，论域刀二 

: dj a = l 0 


【 2-5.(2 )】 

/(l) 

/(3> 

P(l) 

P(2) 




_gm 


Q(i, 1) 

QCU 2) 


imm 




mam 


解 a ) ( W )( POd )— Q (/« a )) 

oCP(i)4Q(/(lL 1)) A ( 々⑵ —Q (肌 1)) 
^(F~>Q(2 f 1))A(^Q(1 J 1)) 

O (F~>F) A (T^T) 

b) (3ac) f(a)) 

^CPC/(D)AQ(I, f(l)))VCP(f(2)) 

AQ(2, /(l)) 分 (TA? 7 ) V {F^F)^T 

<0 ( 士 ) (JP (oO A Q O' a)) 

0(P(1)AQ ⑴ a))V(P(2)AQ(2, a)) 

oCPCl) AQ(1, 1)) V (P(2)AQ(2, 1)) 

d) (Vo：) (3 女 ) (JP(x) A Q(x, yY ) 、 

O ( W ) ( P ^) A (3^) Q (^ ^)) 

(P (ar) a (QO, 1 ) v Q 2))) 

'^(P(l)A(Q(l f 1)VQ(1, 2))) 

A (P(2) A (Q<2, l)vm 2)) 

^(FA (T V JO) A (^A (F\/F))^F 
2~30 举例说明下列各蕴含式： 

a ) ( 如 ) p ⑻八 q ⑷ ) # ( 彐怎 ) pc^^neWi 


Al-*s z 五 
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o) (y^(P(x)-^Q(x)) f O^KQOrO—iJO)) 

4(办） ( P ( x )^ R ( x )), 

d) (ya>)(P(x)\fQ(x)) } (yx)-[P(x)^(^)Q(x), 

e) CV^CP(^)VQ(^)), (VaOlPOO-KVWQO )。 

[2-S.(3)] 

解 a ) 因为 

nc ( 3 ^)Pi» a q ⑷ )(3 怎) 增 v n q («) 

故原式为 

n( 30 P>) v n q c^) (3^) p c^> q c«) 

设: P ( a :) : a 是大学生。 Q « ® 是运动员。 

前提或者不存在 A $ 是大学生，或者 a 不是运动员。 

结论如果存在 $ 是大学生，则必有 a 不是运动员。 

b) 设是研究生。 Qs>):$ 是大学生。呢论域屮的某 
人。 

前提对论域中所有 A 如杲 $ 不是研究生则 T 是大学生。 

对论域中所有 A $ 不是大学生。 

结论对讼域中的所有 $ 都是研究生。故对论域中的某个 a ，必 
有结论 a 是研究生，即尸 |>) 成立。 

O) 设 p—) ， 是研究生。 Qk) ， 曾读过大学。释) ，曾读 
过中学。 

前提对所有 a 如杲 ^ 是研究生，则 $ 曾读过大学。 

对所有％如果 ^ 曾读过大学，则 ^ 曾读过中学。 

结论对所有 ^ 如杲 ^ 是研究生，则 $ 曾读过中学。 

d) 设尸 (>)3 是斫究生。是运动员。 

前提对所有％或者 £ 是研究生 , 或者$是运动员。 

对所有％ $不是研究生 3 
结论必存在 a & 是运动员。 

e) 设 P ( aJ ):； c 是研究生。 QO): $ 是运动员。 

前提对所有 A 或者 £ 是研究生，或者 $ 是运动员 # 

对所有 6 % 不是研究生。 
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结论对所有 A 0是运动员。 
m 求证 

(3ic) 刀 (a;) ) O (Va;) A (x) (3^) B (x) d 

【2 K 4) 】 

证明 （3 疋） n ^ C ^) V 5(®)) 

~~V (3®) B (*) 

<=^*] Qfx) A (x) V ( 彐① )5(3) 

^( Vo ;} A ( o ))—> (3^) S ( a ?) 

2-28 设论域 D —{«，&, c }， 求证 

( Vx ) A { x ) V ( W ) i ? ㈤ 4(%) (崖 00 V 丑(戊)） o 【2—5. (8)3 
证明因为论域刀={% &，所以 

^(A(a) t\ A{b) 八乂 (c)) V ( 丑 O) 八八 B 〔 c)) 
^(A(a) VB(a)) 八 (A(a) WB(b)) 

八 (] ⑷ V 脉〕 )MA(h)WB(a)} 

八⑷ 6) VS ⑽ M 歸) V 抑 )） 

A \/B(a))A (A(o) MB ⑽ 

M 抑 ) VB ⑹ 

^(«) VB(^))A (A(b) WB(b)) 

所玟 

(VW 盔 ㈤ V ( V $) 万 ㈤ = KV ®) ((40 c ) V ^(®)> 

2-33 男断下列推证是否 正确： 

(Vos) 

㈡ ( V 。） 刁 ( A (^) ^\~\ B ( a >)) 

轉八 ] 月 (®)) 

c (3a：) a (x) a ( 彐出 ) n 万 o)) 

l (如 ; M (>) v ( v « 0 岭> 


♦ se • 


O (3 怎 ) 4 ㈤- > (ViP) B (x) 【 2 及⑹】 

解推证不正确，因为 

^ (3^) (A (^) A ] 万以 ) 〕错 ] ((3a) 4㈤ A @ 疋） ]B(cc)) 

2-24 求证 

( 办） （ W) (P (^) {y) )^(3^)P (®)^(V^)Q {y) 【 24_ (7 )】 

证明左式玲 (V4(%)(-]P ㈤ VQ(») 

^(yx)-\P{x-)WOfp)Q(p) 

㈤ i^)V(Vv)Q(v) 

合(士 )P(oO —㈣ Q ⑻ 

2 25 把以下各式化为前束范式： 

a ) ( V ^)( P (^)^(3^) Q (^ ^))； 

b ) ( Bx )(^((3 V ) P ( x f p ))-> a 3 z ) Q (2)^ E ( x ))), 

o) ㈣ (V^)(((3 2 )P(^^2)A C3u〕Q (% uy” (3^)0(?/, ^)) & 

【24 • (1 ) 】 

解 a) (V$)(P ⑻ —y)) 

(IP(^) v 〔彐夕 ) Q(>，?/)) 

勞⑽ (^)(~IP(^)VQ(^ 2/)) 

b) (3 j 0("]((~)P(>, (3s:) Q(z)(x ))) 

玉） ((3^)P y) V ((3.)^(,)-^^))) 

0(3$) ((3WP(a ⑴ V (]( 玉 ) QO) V)) 

^{3x){{3y)P(x 3 y)V(C*)-jQ^) VB(^)) 

0(3^) (3^) (V,) (P y) V HQfe) ViS ㈤ ） 
o) (\M CV^(((i)P(^ ^ 2 ) A (3w) Q {x, u )) 

—( 彐如 

^(V^)(V^)(-l((32)P(^ ^ 0 

A (3m) Q(^ w)) V ( 彐 QO, O) 

0( Va ；) (%) (( W ) n _ P (> u ) 

VCV^IQfe «) V (3^) aC ^ v )) 

<^CV^ (V:v) (W) (V^) (3v) n?(W) 

V —K (a «)VQ(^ v)) 
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&-28 求等价于下面公式的前朿合取范式与前朿析取范 式* 

忍） (( 3 ^) P (^ y ( 3 ^ Q ( x ))^( 3x ) (PW VQO )); 
b ) (如） （ P (怎) —( W )( (财 Q ( % y )^-[{^) n ^ } ^))； 

C ) (V ： c)P ㈤ ->( 土 ）（ (W)Q(A z)VQf 2 )R(x, ^ z ))； 
d) ( 咖 ）（ P ㈤ — p^aB^Piy) M3z)Q(^ z ))。 

㈣ .(2) 】 

解 a) (㈤ 尸 (W V ㈤ Q ⑹ 4(3 疋 )( 作 ) V_) 

^>tl (3b) (F(a>)VQ(a>))^(3^ (P(x) WQ(x))<^T 
因是特殊式永真,不写为前束范式形式。 

V) (V ： r)(p ⑷ —(w)(0)Qh y»m 物 ，^)» 

(IP ⑷ V ⑽ (Q(^ aO—l 咖怎 ))) 

^(V^(V^n^P^) V1Q(^ ?/) a>)) 

前束合取范式 

㈡ (咖）（办）（（尸 ㈤ AQ (1 ?/) ^)) 

V (P(«) y) x)) 

V (P(^) v) Ai2(^ a>)) 

V-CIPC®) 八 QO, aO AiJ(^ ^)) 

VClPC^AlQC^^AiJ^ ^)) 

VCP (®) A ~| Q(a 女）八刁丑 (h 4) 

VO-PC^) AQC^ y»Riy, 仿 )) 

前束析取范式 、 . 

o) (㈣ ？ ㈤—㈤(⑽ Qh 3 ) Vjyz)M{x, y, ^)) 

玲 1 (V^)P(x) V ( 士） （ 0^) Q(^ ^ 

v 0 * 0 仲 ， L 2 )) 

^ (3 jc ) p { a >) v (3 e ) (( V 。) Q (>, 2) 

V (Vw)_R(a i w)) 

^C3^)nP(^)V(V^)Q(^ s ) 

V (Vw)J^ y, w)) 

铃 ㈤ ⑽ (Vu) n 作） VQ(^ z) 

Vi?(^ y } ^)) 

前束合取范式 
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0( 士 ）（％) (P(x) AQ(x t 

AiJ(^ y, «)) V (T{x)hQ(iL, z) 

y, u)) v CP ( 忠）八 ] Q(A 之） 

AR(^ y, w))V(P ㈤ 八 nQ(M) 
h~\M(^ 7 y, u))y C\P(p) z) 

八 n 丑 0, L u )) V (np(4 A"[Q(^ 

A V, w)) V (1-^(^) 

A Km) 八 "l^C^ y, ^)) " 

前束析取范式 

d) (V^) {P{x)^Q{^ 

A (3 z ) Q ( p y z )) 

^-i(v^np^)v«c^ p)) 

y((^p)P(p)A(^)Q(p, ^)) 

V ((3w)P(w) A (彐 OQ (鉍 ， 

G (3 d (3 w )(3 2 )(( P ⑷八 ] Q(A W ) 

V (P(u ) 八 QO, s)) 

前束析取范式 

台 ㈤ （三 w ) ( 彐々 （ (P ( 怎） VP(u)) 

八 （ PO ) VQ ( t 八 （刁 QO , 祝） 

\fP(u)) A y) VQ(^ 怎 )）） 

前束合取范式 
S -37 证叨以下 各式： 

a) (yx)(~]A^^B(a:)) 3 (yx)^(w)^(3x) A(x)^ 

b) (3a:) A(x)—> (V^r) B (») (V^) (^A(x)^B (oj ))； 

e ) ⑽亂 ⑽㈨㈤ 

4( W ) "1200); 

d) ( 办 ）（]㈤ Vi^)\ W (V^) Q 

—⑽咖 。 [2-7. (1)] 

证明 a) (1) (V^n^^)^^)) P 

(2)"\ A ( v ^^ B { u ) (1 )US 
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0) 0) 刁 5(>) 

(4) 

(5) A (tt) V S (m) 

(6) A( u ) 

⑺ (3x)A(ai) 

b) (1) ](V 忠 )（2 0)4 及 ⑷) 

(4) A(c) 

(5) 

⑹(^) A 

(7) (3x)A(a^)^X^)B(ad 
⑻ (Wx)B(x) 

⑼ B ( e ) 

(10) B(c)A^\B(c) 

c ) (1) ⑽ （《 —岭 )〉 

( 2 ) A(u)^B(u) 

(3) ㈣ 师 )— X 《)） 

(4) 0(u)^~\B( u ) 

C5) l 

( 6 ) Cf(^)^~\A(u) 

⑺ （ W)(C^)->-|2 ㈤ ） 

d) ⑴ （ w)c&oo— 

( 2 ) 

(3 ) ⑽喝 

⑷ f7 ⑻ 

(5) 

⑹ （ V0C4 ㈤ V5(») 

(7) A(u)\/B(u) 

(B) A(u) 


P 

(3)[/>S 
(2) T f B 

⑷⑹ r " 

EG 

P 〔附加前提) 

an 

(2) E 8 

⑻ A J 

(3) T r I 

(4) EG 
P 

⑹⑺ A J ： 

( 5 ) UJS 

矛盾⑻⑼ 
p 

(1) ES 1 
P 

(3) E 8 

(2) ^ E 
⑷ (5)^ I 

(6) TO 
P 

(1) US 
P 

( 5 ) US 

⑻⑷ r, r 

p 

(6) Ui> r 

(5) (7)^ I 



(9) Ofx)A(x) (8)UQ 

2-28 用 CT 规则 证明： 

a) (V^) (P (^) (^))( 如 ) P <>)—(V^)Q(^), 

b) (Va) (P (a;) V Q (①) ） O (Vic)P(^) V (3^)Q(^) 0 


【 2-7 ■⑶】 

证明 a) (1) (V^)P(^) P (附加前提） 

⑶ P ( y ) 0 )US 

⑻（如 ）（ P ㈤^ 以力)） P 

(4) P(u)^Q(u) (B)US 

(5) Q(u) (2) (4) T, I 

(6) ( V ^ Q ^) { b)UQ 


(7) (yx)P(^(\fx) Q ( 疋） CP 

t ) 因为 

(V^)P(^) V (3;r> Q(^~[ (V^>P (^) ^(3^) Q(a>) 
故本题就是 推证： 

(W) (P ㈤ V Q W 1 (V^) P (p) ^ (3^) Q (x) 


⑴ 「〔VaOPb) PC 附加前提) 

(2) ㈣ ]i» (1) T, E 

(3) ]P(c) J {2)ES 

⑷ （ W)CP(WV_) P 

( s ) p ( c ) vq ( c ) (ms 

⑹ Q (c> (3) (6) T, I 

(7) (^)Q(^) (6) St? 

(8) H (▽$) P (>) — (3^) Q (®) CP 


2-29 符号化下列命题，并推证其结论： 

a) 所有有理数是实数，某些有理数是整数，因此某些实数是 
整数。 

b) 任何人如杲他喜欢步行，他就不喜欢乘汽车，每一个人或 
者喜欢乘汽车，或者喜欢骑自行车。有的人不爱骑自行车，因而有 
的人不爱步行。 


o ) 每个 大学生，不是文科莩 生「就 是理工科学生，宿的大学生 
是优等生,小张不是理工科学生,但他是优等生，因而如果小张是 
大学生，他就是文科生^ 【 n (3)】 

解 a ) 设丑 (®) : ® 是实数 Q Q ( aO :® 是有理数。 

J (>) ，是整数。 


本题符号 化为： 

<Va?) (Q O) —Oc) ) A (3a?) (Q (x) A I (»)) 

今(彐怎 ）（ 释） /\ I (^)) 


Cl) (3^) (Q(a>)M(x)) 

P 

(2) Q^M(c) 

(X)ES 

(3) W 

P 

(4) Q(c)^R(c) 

(3)US 

(5) Q(c) 

(2)T, J 

⑹剛 

⑷⑸八 I 

(7) J ⑷ 

^ ⑶ A I 

(8) J?( c )AJ(c) 

⑹ (X)' 1 

⑼ ㈤ (S ⑷ AlOO) 

(&)EG 

b) 设尸 (办$喜欢步行。 QC^)：^ 

^ 喜欢乘汽车 a 

■B(aO: ^喜欢骑自行车。 

本题符号化为： 

(W) (PC^^nQC^)), (V^) (Q ㈤ 

(3a0 〔 3®) 1P0) 

a) (彐: on 释） 

P 

⑵ n^(c) 

(X)ES 

(3) OXQO) 

P 

⑷ Q(o) V-B(c) 

(S)US 

(5) Q(o) 

⑼⑷ U 

(6) (W)tPdQW) 

P 

(7) P(c)-^nQCc) 

⑹ US 

⑻ "1PW 

(r>) <y)T ， i 
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⑼ (3 x )^{ P ( x ) 

cO 设沒 ($):$ 是大学生。是文科学生 a 

P (6: a 是理工科学生。沒 (4; $是悅秀生。 e : 小张， 
本題符号 化为： 

(V^) (G (x) \/P(cc)) f ( 士 ）（ 仔 (WAS )）， 

S ( c )=^ a ( o )^ L ( c ) 


(1) & (c) A 附加前提 ) 

(2) (V^) CGix)->L{a：) V P(o})) P 

(3) G(c)-^L(c)\/P(c) (2) US 

⑷ £(r) VP(o) (1)(3)T，J 

(5) IP ⑷ P 

(6) L(c) (4)(5)^ J 

(7) G(c)-^L(c) OP 


注意：本題在推证过程中来用到前提 
以及 S ( c) a 主要是 Si >) : $是优等生,这个条件与其他前提的联系 
对证明结论没有影响，因谷 (>) 与其他前提不矛盾 7 故本题推茈仍 
是有效的。 

2-30 用推浬规则钲明 下式： 

前提 （3^)0? ⑻ ㈤ ）—( w ) ( M ( i /)— W ⑻） ， 

(3^)( M ^) A " IW (^)) 

证明 


(1) 

㈤ (M^A^Wi?/)) 

P 

⑵ 

m(g) a n ^ (^) 

(T)E8 

(3) 


(2)T ， E 

⑷ 


(S)m 

(5) 

(M{y)^W(y)) 

(4)^ E 

⑹ 

(3 疋） {F(^KS{a>)) 




V 

⑺ 

] ㈣ (F(^)A*S(^)) 

⑼⑹ A J 
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(8) 

(7) T, I 


(S)US 

^ (io) 

⑻I 7 ,及 

(11) F (tt) ^ (°) 

(10)T, E 

(12) (VWCFOe)— 。占 O)) 

(12) ⑽ 

a-3i 指出下面推理中的 错误： 


设个体域为整 数集厶 G(a> ? y), ^>v 


(1) (VaO (^y) & (p, y) 

P 

(2) (^y)a(a ? y) 

(XWS 

(3) & c) 

(2)ES 

(4) 0/x)G(x, c) 

(B)U& 

(5) (3p)0/<d)G(^ y) 

⑷谢 

解 （3)4 (4) 错误,应按量词次序自右而左釅序推广，要保持 

多重量词的原来次序。 

_ 

♦ 

.♦♦ 

♦ 

1 

♦♦ _ 

♦ 

1 

♦ 
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第三章集合与关系 

A 内容提要 

1集合的概念和表示法 

集合 集合是一个不能精确定义的基本概念，一般地说， 
把具有共同性质的一些东西，汇集成一个整体，就形成一个集 
合 。 

元素 组成集合的事物称作元素。若元素 a 属于集合车 记 
作牟否则记作 a 牵2。 

子集设3是任意两个集合，假如2的每一个元素是 A 
的成员，则称4为 B 的子集(或2包含在 S 内，或3包含 2) 记 
作或 £^A ) 9 

真子集如果集合2的每一个元素都属于足但集合万中至 
少有一个元素不属于矣称么为丑的真子集，记作 2 c : 万(或 

空集 不包含任何元素的集合称空集，记作0。 

全集 在一定范围内，如果所有集合 均为某 一集合的子集，则 
称诙集合为全集，记作 

幂集给定集合次由集合 Z 的所有子集力元素组成的集 
合,称为集合盈的幂集,记为妒 (A ) 0 

外延性原理 两个集合是相等的，当且仅当它们有相同的成 
贝。两个集合2和 B 相等，记作2 = 

定理 3-1.1 集合2和集合^相等的充分必要条件是这两 
个沿合互为了集。 

定理 3-1,3 对任意一个集合人 0 S 么。 
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定理 3^1.3 如果有限集合4有 n 个元素，则其幂集穸 (2) 

有 T 个沄素。 

2集合的运算 

集合的交设任意两个集合 i 和总由集合 4 和 B 的所有 
共同元素组成的集合 A 称集合2和万的交集，记作 S = Af ] B ， 

集合的并设佳意两个集合2和所有属于茲或属于5 
的元素组成的集合&称为集合 A 和 B 的并集 7 记作 S ^ AUB , 

集合的补设任意两个集合 A 和尽所有属于4而不属于丑 
的一切元素组成的集合&称作方对于 A 的祌集。（或相对杯)， 

记作 S = 汲 一 S 。 

集合的绝对补设五为全集，对任一集合4关于 五的补 
E — A ， 称为集合 A 的绝对补,记作■(或 Z )。 

隹合的对琉芸 设仟童瓯个萑合 j 和丨 4却 IBiXt 对珑鹁 _ 




























( i ® 功 ® C - A ® 

f ) 〜（〜為 

g ) 〜五 #0; 

h) 〜 0 = Bl' 

i) Af] 〜 A = 0 ， A JJ ^ A^JS f AQ 〜 A = 忍。 

定理 3-2.1 设 G 为三个集合，则下列分配律成立 * 

a) An(BUO)^(Af]B)V(AnO)^ 

b) 2uc^no) = ( 益 u5)ru 』 uG )。 

定理》-2.2设 A , 5为任意两个集合，则下列吸收律成立： 

a ) 211(2门』）=乂； 

b ) in (益 U 方〕=盈。 

定理 3-2.3 刀仅当 = 丑或乂门刀一豈。 

定理 3 U 设 A ， 5为任意两个集合,则有下列关系 成立: 

a) 〜（义 U B) 兰 〜^ ■ fl 〜 B; 

b) 〜（乂 n 及 ） =〜 a u 〜 

定理 3-2.5 设為 B 为任意两个集合,则下列关系式成立： 

a) A—JB A.f] 

b ^) A - 一 _B = ji — (^dn 丑）。 

定理 3-2.6 设笔尽 C 为三个集合，则 

Af ] ( ARC ) 

定理 t 2.7 设木 B 为两个集合，若』则 

a ) 〜_ B ^ 〜 A ; 

b) {B-A)\JA^B 0 

3 包含排斥原理 

有限集一个集合若其组成集合的元素个数是有 m 的，则称 
作有限集。 

有限集计数有如下几个 性质： 

a ) I AiU ^- a !< i^iI + I I i 

b ) |毛「1 為 山 Ms|)i 
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c) \A 1 — A 2 }^\A 1 \^\A2] 

d ) I 1 = I A % f + 1 土 I — 21 為 n 1 。 

定理 a -3.1 设2^烏为有限集合：其元素个数分别为 

l^L 

I A^UAz] *= I j 4 . i |4 - 1 毛! — \ Ax 

定理 3^.2 设 ，…， 为有限集合，其元素个 
数分别为 M 儿 M 儿…， 1AI.M 

l^u 4 U … u 丄卜] SI A ! —21 

ij 

+ S1 為 n 為 I + … 

ij.h 

+(— i；n 奚 riAn … n^M 

定理 3^3.3 设全集見有限于集為》 ，…， A 的元素个 
数为1乂山 I 為 I 乂 ! A | o 设2*=五一為，则 

[Zifi2 a n * - n3 ft [ = |S| — iau … u 疋 I 

= [ 忍卜 ： ±M:l+s ! 為 rud 

1 * j / 

一 SI ^ K n 為 ： I+ … 

*J t Jc 

+ (-)1^0 毛门… nAi 

4 序偶与笛卡尔积 

序偶两个具有固定次序的客体组成的集合， 记怍： <6女>, 
即 <〜 v >^{^}}o 

三元组~三元组是一个序偁，其第一元素本身也是一个序偶， 
可形式化表示为<<> 

»元组 n 元组是一个序偶，其第一元素为 (《 -1) 元组可形式 
化表 示为； «^ l , ^ n -： t >, 4>。 

笛卡尔积设乂和五是任意两个集合:若序偶的第一成员是 
A 的元素，第二成员是 B 的元素，所有这样序偶的集合，称为集合 
A 与： B 的笛卡尔积(直积），记作 五。 
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多重直积 

= {〈％，化， }^ G A ^ 2 £G 

定理 M . l 设 G 为任意三个集合，则有 

a) Ay,(B\JO)^(Ay.B) U (AxO )； 

b) Ay ： (Bf]0) = (A'XB} fl (^xO ^)； 
o> (A\JB)xO^ (A^xO) U (BxG)- 
d) (Af\B)xG- (A%0) r\(B'AO) 0 

定理 m 若(7妾政则 

(AxO^By,G) ^ (G xAEOy B) 

定理 H 3 设次矣 （7, 刀为四个非空集合，则幺 

的充要条件为 


5关系及其表示 

关系任一序偶的集合，确定了一个二元关系尽在 丑中的 
任一序偶可记为<% ?/ > e 只或关系也可定义 为:设 
有任意两个集合 z 和 r , 直积 zxr 的子集 ii 称作 z 到 r 的 
关系。 

前域设二元矣系及由中的所有 a 组成的集合， 
称为五 的前域，记作 domi 2。 

值域设二元关系尽由<% j /> e 丑中的所有女组成的集合, 
称为的值域』记作 ran i ?。 

恒等关系设 /i 是工上的二元关系，且满足条件 

J z - {<^ ^> Ia ? SX } 

则称 G 是 X 上的恒等关系 a 

全域关系尤 xr 的平凡子集 Zxr 称为 X 到 r 的全域 
关系。 

空关系 xxr 的平凡子集0,称为 x 到 K 的空关系。 
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关系矩阵设两个有限集合 

1 ， { 呀，而 , Y^{y^ y 2? y^} 

n % xnr 的一个二元关系，对应于 关系及 有一个关系矩阵 


其中 


Ti } 


血 J 2 = C ^ 1 *iii mXn 
1 当 <% 价 > e R 
0 


关系图 


(i = :!, 2，…， ^ t；j = l ? 
设两个有限集合 


« ♦ ♦ 


n ) 


X = { sC !， •…， T^it/u *■"> ifn} 

以及 JT 到 F 的二元失系尽在平面上作仍个结点和 n 个结点，若 

% 

疋 Jk / t ， 则可自结点叫至沁作一有 向呱； 若则办和扔间没 
有连线，这种方法所联的图称为 b 的关系阌。当 e 为 z 上的二 
元关系时，关系图中的结点仅表示 I 中的元素。 

定理 m 若/和 s 是从集合 I 到集合： r 的两个关系， 
则 A s 的并、交、补、差仍是 z 到 r 的关系。 


6关系的性质 

自反关系设只为 z 上二元关系，如果对于® g 茗必有 
称厶为 I 上的自反关系，即 — 为寘。 

对称关系设 ii 为 I 上二元关系，如果对于每个 a ve 
每当御 t 就有 ㈣ ^则称 B 是 Z 上的对称关系， Bp ( V ^) ( V ^) 
t \ y&x t \ xRy — yRc )% 真。 

传递关系设丑为 Z 上二元关系，如杲对于任意％沁 2 S 
X ,每当 yife 时必有称 ii 为 Z 上的传递关系，即 

cw ) ( v 夕） （ w ) 0 e z 八 y e I 八 2 e x 八 八 通 )为真 & 

反自反关系设刀为 z 上二元关系，如果对于每个 
都有称厶为 x 上的反自反关系 ， Hp ( V ^)(^ gX ^ 

为 M 。 

反对称关 m 设否为 x 上二元关系，对于每一个 wsx , 每 
当时，必有 x = y 7 则称 R 为 Z 上的反对称关系，即 
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( W ) ( VV ) «X 八疋％ 八 — 沒）力真 • 

7 复合关系和逆关系 

复合关系设丑为叉到 F 的关系，忍力从 I "到名的关系, 
则 SoS 称为 iJ 和 S 的复合关系，即 

B^S = Kx, z>\a>eXM^y)iyeYh 

yy ^ RA < y , ^ y ^ S )} 

逆关系设 i 2 为工到 F 的二元关系，如将 S 中每一序偶的 
元素顺序互换,所得到的集合称力月的逆关系，记作即 

及-{<^ ① > I<A 

定理 3 - 7.1 设足昆和札都是从 2 到 r 的二元关系，则 

下列各式成立 ： 

U ° ^ -^i U 

b 〕( J^n 眾)。=丑 in 取 
o) (AxBy=^BxAr, 

d ) ( R ) c ^ (这里 R ^ A ^ B-IOi 

e ) ( JR ^- R^y = R {-與。 

定理 3-7.8 设 r 为从 I 到 F 的关系 J 为从 F 到/的关 
系，则 皆。 

定理 3 - 7 , 3 设丑为 I 上的二元关系，则 

a ) 及是对称的，仅当 ii 二及； 

b ) 万是反对称的，仅当 

8 关系的闭包运算 

闭包设丑是 X 上的二元关系，如果有另一个关 系疋满 

J £： 

a ) 疋是自反的(对称的,可传递的)； 

b ) 

e ) 对于任何自反的（对称的，可传递的）关系只"如果有 
iTQii , 就有 BT ] R 、 
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则称关系 ir 为 JJ 的自反（对称，传递)闭包。并记作 Mit ) 

传递闭包及―的 Waxshall 算法 

(1) 置新矩阵土和取/ 

⑶置名:=1; 

(3) 对所有乂如果 Ay ，6] 则对 2 ，…』 孤,有 

^ih ^=^ih 幻； 

(4) i 加 1; 

(5) 如果纟则转到步骤 (3), 否则停止。 

定理3~8,1 设丑是 Z 上的二元关系，那么 

a ) 丑是自反的，当且仅当 <月）=及 、 

b ) 及是 对称的，当且仅当 s ( ii ) —邳 
0) 丑是传递的，当且仅当矸丑） 

走理 3-8.2 设 JJ 是集合 X 上的二元关系，则 

T (iJ) = H U ix 

定理 3-8.3 设丑是集合 X 上的二元关系，则 

s(R) =R\JR° 

定理_3~8.4设及是集合 X 上的二元关系，则 

t=i 

定理及名.5 设工 是含有 n 个元素的集合，丑是 Z 上的二 
宂关系，则存在一个正整数使得 

i(i?)=i ； U^UiJ 3 U*-UJ^ 

定理 3-8.0 设 J ： 是集合，丑是 I 上的二元关系，则 

a) rs(S) ^sr(R)*^ 

b) rt(R) =ir{R)- t 
o ) 

» 集合的划分和覆盖 

覆盖若把一个集合乂分成若干个叫做分袂的非空子集，使 
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得 2 中每个元素至少属于一个分玦，这些分玦的全体叫做 j 的一 

个覆盖 & 即 是:谩 2为非空集合』={屯心 h 其中 
A t 2 , m) 且 

m 

[_} Si = A 

<=i 

则集合况称作集合 4 的覆盖。 

划分给定集合2的一个 覆盖乂 若2中的每个元素属于 
且仅属于 S 的一个分块，那末 S 称作是2的一个划分。即 是：若 
及是集 合乂的 覆盖，且满足叹广必，这里以―力则称占是」. 
的划分。 

交叉划分若…，人}与 d a •■•』戽}是同一 
集合2的两秤划分，则其中所有 An 玛组成的非空集合，称为是 
原来两种划分的交叉划分。 

加细给定又的任意两个划分和{及， 
队…取若对于每一个為，均有禺便為 e 及，则称{為， 

为 ---j 的加细。 

划分积非空集合2的划分/^与^^的积 j 记作 
ff a ，满足 n 细分和 zr 3 , 若有 it 细分 a 和 /r〜 则 yr 细分冗。 

划分和非空集合2的划分足 L 与订 2 的和，记作订=7^+ 
迅，满足私和 A 细分足且若有正被迅和及 3 细丸则万细 
分正。 

定理 H 1 设{4』為』…，木 } 与 B 2i 瓦}是同 
—集合 X 的两种划分,则其交叉划分亦是原集合的一种划分。 

定理 S 9.2 任何两种划分的交叉划分，都是原来各划分的 
一种加细。 

10等价关系与等价类 

等价关系设及为定义在集合2上的一个关系，若丑是自 
反的、对称的和传递的，则 及称为 2上的等价关系。 

等价类设丑为集合4 上的等 价关系，对任何集合 
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卜 G 次 aife }， 称为元素 a 形成的等价类。 

商集集合2上等价关系尽其等价类集合称 
作2关于 S 的商集,记作 A / i ?。 

定理 310.1 设给定集合』上等价关系凡对于〜 

定理 3-10.2 槊合2上有一个等价关系及决定了 j 的一 
个划分，该划分就是商集 A / R a 

定理 3-10.3 集合2的一个划分确定溢的元素间的一个等 

价关系。 

定理 3-10.4 设及和也为非空集合 4 上的等价关系，则： 

iff 4/iJ 广 j/ii a 。 

11相容关系 

相容关系给定集合2上关系 t 若 r 是自反的，对称的，则 
.称矿是相容关系。 

相容类设^是集合乂上的相容哭系，若如果对于 
0 中任意两个元素吻有 a 伽， 称 G 是由相容关系 r 产生的相 
容类。 

最大相容类设 r 是集合2 h 的相容关系，不能真包含在任 
何其它相容类中的相容类，称作最大相容类，记作 G 。 

完全覆盖在集合乂上给定相容关系 q 其最大相容类的集 
合,称作集合2的完全覆盖，记作 O f ( A ) c 

定理 3^11. 1设 r 是有限集 A 上的相容关系是一个相容 
类，那么必存在一个最大相容类使得 

定理 3-11.2 给定集合丑的覆盖{山，…,.由 

它确定的关:系丑為 … U A 4是相容关 
系。 

定理 tll .3 集合2上相容关系 r 与完全覆盖 G r (4) 存在 
—一对应 (J 
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12 序关系 

楠序集 设』是一个集合，如果 2 上的一个关系足满足自 
反性，反对称性和传递性，则称丑是2上的一个偏序关系，并记为 

o 

盖住关系在偏序集合 〈卓 中，如杲 
㈣ ， 且没有其它元素 s 满足则称元素 y 盖住元素 

£P 0 

链设 〈式 <> 是一个偏序集合，在2的一个子集中，如果 
每两个元素都是有关系的，则称这个子集为链 a 

反涟设<次 <> 是 一个偏 序集合，在 A 的一个子集中如果 
每两个咒素都是无 关的， 则称这个子集为反链。（若盔的子集只 
有单个元素，则这个子集既是链又是反链 ^ ) 

全序集设<丄为一个偏序集，若2是一个链，则称 
<A O 是全序集或线序集 3 在这种情况下，二元关系4称为全 
序关系或线序关系 ^ 

极大元设 <次是一个偏序集合，且忍是 i 的子集，对 
于£中一个元素&，如果月中没有任何元素I满足且 
知令, 则称&为召的极大元 o 

极小元设 〈式 是一个偏序集合，且 S 是2的了集,財 
于万中一个元素\ 如果 B 中没有任何元素 A 满足 h ^ x f 且 
则称6为5的极小元^ 

p 

最大元设 〈隼 是一个偏序集，且刀是 J ■的子集，若有 
某个元素对于万中每个元素 t 有则称&为 <足彡> 
的最大元。 

最小元设 <」，是一个偏序集，负 苫是 i 的子集，若有 
某个元素屯对于刀中每个元索 a 有则称&为<尽彡> 
的最小元。 

上界设«彡> 为一#;序集 ，对于 五 臣 4如果有且 
对于万的任意 元素％ 都满足 ^ a r 则称 a 为了集 B 的上界。 
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下界设<牟 o 为一偏序集,对于刀『如果有在€车且 
对5的任何元素 A 都满足 a #% M 称 a 力子集£的下界。 

I 

最小上界〔上确界）设<乂， o 为偏序集，且万 S 卑 ® 为丑 
的某一上界，若对 S 的所有上界 y , 均有 a ^ y ? 则称 a 为5的最小 
上界 C 上确界)。 

最大下界（下确界）设 <牟为偏序集，且^口益， b 为 B 
的某一下界，若对万的所有下界~均有 ^ b r 则称6为 B 的最大 
下界（下确界 ) e 

良序集任一偏序集合，娱如他的每一个非空子集存在最小 
元素，这种偏序集称为良序集^ 

严格序关系 X 上二元关系尽若满足反自反，反对称和传 
递性，则称及为 I 上的严格序关系。 

拟序关系尤上二元关系氏若满足反自反和传递性则，称 B 
为 Z 上的拟序关系。 

定理 3-12.1 设 <牟为偏序集，且 若 J 3 有最大 
(最小)元，则必是唯一的。 

定理 H 2.3 每一个良序集合,一定是全序集合。 

定理 3-1^3 每一个有限的全序集合，一定是良序集。 

B 选题例解 

例睡 3-1 证明 （2- B ) U (£—= — 

分析由集合运算定义知道，两个集合的并、交、差各个运算 
的结果仍舞一个集合，所以本题就是求证等式两边集合相等。证 
明两个集合相等，可用三种 方法： 

(1) 基本法就是根据集合相等的充要条件是该两集合互为 

于集，为此在本题中，可求证两集合互相包食。故若有任意 a 能 
使 

同时又能使 
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则命题成立但上述两式，可由运算的基本定义，逐步分析得到结 
果 。 

(2) 公式法即是由交、并、差的集合的代数性质，通过推演， 

进行集合的恒等式证明。 ^ 

(3) 图示法利用文氏图对給定命题进行说明。这对复杂的 
集合等式比较困难，但简单的等式还是可周图示法予以说明 & 图 
示法是一种辅助证明，一般的仅作为直观说明，本题仅有 _ 两个集 
合，进行三种运算,故极易用文氏图给予验证。 

解 (1) 设有任意 ae [(』 一 则必有 

■^或 A a 

若疋 ei — 轧则疋 eA 且疋牵 b , 故 且疋牵 2门尽 
即无 £[( aub ) — （4 n 5)]。 

若疋 e 万一次则 ze 丑且① 孕次故 且怎珐嵐门足即 
ccei ( A \ jS )-( Af ] B)^ a 由上证得 

[(4- S)U ( jS - i )] E [(』 U 方)_(』11功] 

反之，设任意 $ e [(』 UB ) — (』门5)]，则有。 e 』 u 丑且 
x ^ B — A r 故 [(>4 一 B ) U 〔丑—』■)],所以 

因此（乂一 £) U (B — A) = (AUB)-{Ar\B) 

(2) ( A - B ) U ( B - A ) - U 

=(AyjB) [] (BiJ f) (^A\J A) [] (^B\J 

V 

= (^ u ^) n - c ^ n ^)^ c ^ uJ ?)- c ^ n ^) 

(3) 等式的左边，是文氏图中的阴影部分 (2 — s ) u ( s -2)。 
等式的右边，可看作文氏图中甴 AU 足删去了 a 它也表示为 
图中的阴影部分，故本鼯集合的等式成立 P 见图 s - i 。 
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荛 3-1 

例题 3-2 某学脘学生选课惰况如下： 260人选艺术课， 20 S 
人选生物课，160人选计算机课，76人选艺术与生物课， 4 8人选 
艺术与计算机课，62人选生物与计算机课，全部三门课程都选的 
是 SO 人，三门都不选的是160人，问： ^ 

a ) 共有多少名 学生； 

h ) 有多少学生选艺术和生物课，但不选计算 机课； 

■ 

c ) 有多少学生选艺术和计算机课，但不选生物课； 

d ) 有多少学生选生物和计算机课，但不选恐冰课； 

e ) 有多少学生选艺术课，但不选生物或计算 机课； 

f ) 有多少学生选生物课，但不选艺术或计算 机课； 

g) 有多少学生选计算机课，但不选艺术或生物课。 

分析这是一个典型的容斥原理应用的例题。在容斥〔即包 


隹排斥）原理中，首先要搞清讨论的范围是什么？即是那些是全集 


中的元素。在本题中，某学院的学生构成了全集中的元素。其次 
需将全集中的元素分类，本题就是按照学生的选课情况作出分类。 
假设学生选修艺术课为具有性质 P A , 选修生物课为具有性质 
选修计算机课为具有性质则具有上述各性质元素的集合可分 
别记 为忐見 要注意的是在題设中列出的数目都不是问鹿的 
直接答案，例如题设中有76人选艺术与生物课,这似乎与问魃 b ) 
相同，怛实质上问题 b ) 是要求出选艺术课和生物课，但不选计算 
机课的学生数目 p 而问題中给出的 7 e 人是选艺术课和生物课的 
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所有学 生数目，其中包括选修计算机课的学生数。 t 计算 b ) 时由 
于集合 Af \ B 中包括集合 Ar \ B [] G f 故仅有性质和 Pc 的元 
素数目是 \ AnB \-\ AnB [] O \ 0 类似的其他各问题，都需根据 
包含和排斥的关系进行计算得到，为了计算的方便，可借助于文氏 
图(见图3 观察写出相应的计算公式^ 



解设 { 选修艺术凍学生} 

{ 选修生物课学生} 

G ={ 选修计算机课学生 } 

按题意有 ] A \= 260 f 1^1-208, laf =160 

\ Af \ C \= 4 . S , \BHO\=62 
\Af]Bf\G\ - 30 , \ A[jmJO \ =150 

a ) 学生总数为 

\ A \ JS [) 0 \- h \ AUBU 0 ] 

^\A\^\B}-h\0\-\AnB\-\Ar\0\-\Br{0\ 

- h \ Af \ Bf ] G \- h \ AUBUO \ 

- 2604 208+160-76—18—62-f304- 160 - 622 

b ) 由圈 3-2 可知 

\AnsnO{^ [A C\B\-\Ar\Bf] 0 \ ^16-30^^6 
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e) \Af\5nO\-\AnO\-]Af\BnO\ -48-S0 = 18 

d) \^(]BnO\ = \Bf]G\-\AnBnC\ =62-30-32 

-\AnBf]0[-\AnBf]0\ 

= 260 -46-18 - 30=166 

-| An 力⑽ - 

J = 208 -32 ^ ~ SO -100 

g) iznsnoi^|cq_|3 ： nBncq_iAnSnai 

一 Ur^noi 

= 160-32-18-30 = 80 

«• 

例睡 M 设足为 X 上的一个关系，证 萌沒是 UU 沒上的 
—个关系，且 U USEX 。 

分析要证明沒是 u US 上的一个关系，则就是要证明 
fiECU U^xU US ). 因为关系是序偶的集合，所以汉的元素必 
须是序偶。伹 Z 对某个工因此若 aGU 怂则 
aGX ， 但 xes ， 银 X i 关系占的元素，即 Z 是一个序偁，所以 
« eu 夂则《属于某些序偶^我们知道，序偶 w 写成集合的 
表进式力{{疋}， v }} 7 送样可得 aG <% 岁 WVa = 
汉}。根据上述情况 7 如果设玲 G U UA 则卢€\且有 aGUS 。 
，由此可推得或 jS = A 由可设法证得 aeuu 汶 
和即汉 xuu 汉。根据 uus 的定义 ， 也容 
易证明 UU 厶 EX 。 < 

证明因为 

«€ 对某个 O , 汉>€厶，有 yy 

玲对某个 P >& s r a €{{«>, y }} 

玲对某个2/>€^,有 《=={$} 或《 = {%弘} 

但 j 8 €U U 汶鈐 对某个有 jSGa 

㈡ 对某个<% yyes , 有月€ 知: v 或泠€{礼 
现在，若 <6 y >€^ 则有 U US 且 #eu UA 故得到 

I 

M1Q_ 


^>G U USx U US 

所以有 S ^\ J\JSx U \JS 

其次，设 peu 则存在 ^ gs ^ xxx , 使得 泠〜％ 
或者存在 < a 献 mx ， 便得彡=心于是卢 ex , 即 

U US^ZX 

例题 3-4 设及为 2 上的二元关系： 

a ) 若 iJ 是自反的，则 s ( R ) 和 K 抝是自 反的； 

b ) 若丑是对称的，则 r ( B ) 和 （( 丑)是对称的； 

0) 若五是传递的，则 r ( J ?) 是传递的。 

分析在定理 34.1 中，曾经给出了关系 ii 是自反的/对称 
的或传递的）仅当 r ( R ) =_ R 0( B ) =丑或 i ( E ) = B ) f 本 题是由 iJ 
的自反，对称，传递性质去榫证有关 s ( iJ 乂 t ( B ), r ( i 2) 等的相应 
性质 a 为此首先可考虑丑与各种闭包之间的关系。由于忑 
和(及)，所以问题 a ) 中自反性的证明，可以由丑的自反性直 
接引伸得到。 又西为 r ( R )= JtVIi 所以问题 W 和 e ) 中 r ( B ) 
的对称和传递性，可以通过力的相应性质予以推证。本题中比较 

困难的是的对称性质证明。因为 所以蛘 S ) 与 

ii 之间是由复合戋系及建立联系的。由于 i ( i ?) 中每个元素必属 
于某个及之中，故证明; KJJ ) 的对称性，就需考虑及与丑之间有 
关复合关系的联系。这种证明性质的常用方法，就象定理 
3~ S .4 中所给出的 iif 明方法一样。即设 

又这种 K 及)与五之间利用中间关系及的方法，也适用于对 r ( i ?) 
的传递性质的证明。但丑是传递的，仅当 = K 五)，因此如果能 
够证得 = 那么 r 〔 H ) 也必是传递的。 这是对本题 c ) 

的男一种证明方法。 

证明 a ) 由用包定义，丑£纟(刀乂因为及在 I 上 
是自反的，对任意； cel , 必有 ^> eBo 故有 ^>€ s ( ii ) 
和<% 蛑 因此 K 抝在 Z 上是自反的。 
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b ) 设任意％奸义若 <1 yy & r ( R) t M 

〈A ^>€- BUIz =^< a ：, ^> G / iV <^ py&Ix 

当忠士女时，因为丑是对称的，故 ®> e 丑，即得 
( V ，怎 >€ f ( B )。 当 ® = 沒時， < y , AerCR )。 所以 r ( B ) 在 X 上是 
对称的^ 

又对任意 <%献， 则必然存在汶 e 況，使<% ?/>& sr t 
故有序列 ei / s,-i 使办>€及…〈馬- 1 ， 

但丑是 对称的，故有 <〜 ®> e ^ <^ ex > GIt ， …， <3 / f 0^ i >^ B q 
得到仏，込€及,即 iCB ) 在立上对称。 

o ) 证法1对任意®，沁 sex , 若<% OerCB ) A <^ 心 G 

Ik) A (Oj z>^Jx) => «^ ^>€BA<y, js>G^) V 

«^ ^eiiA^ ^>eix>v«^ 穿 > eiz a zye^)v«^y>e 

IxA <^ 因为 丑 是传递的，且 h 是恒等关系，故得 

<^ ::> e 尾即 z >^ B[JIxa 所以 ^ er ( fi ), 故 r ( ii ) 是传 
递的。 . 

证法 2 ir ( ji ) = KR \ ii s )-umixy 
用归纳法可证明 

( M [ ji ^ y ^ \ jR r 

由定理 3-8 + 1 可得故 

tr ( B )= Q ( ii [ jizy = Ous ^ 

U 4^1 i =0 

-Jx U yjS^J x \Jt(M)=T x VIt^r(10 

例應 15 设 馬和迅 是集合 2 中的等价关系，仏和仏分 
别是2中关于和的等价划分。证明当且仅当（^ 
中的每个等价类是包含于的一些等价类之中。 

分析我们知道，在集合 A 上的任一个等价关系，都可以诱 
导出一个划分，这个划分就是商集々尽其元素是有关等价类。本 
埋中的 Oi 和就是2/攻和_4/尾 & 反之，对于集合』的任_ 
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划分，都可以构造一个等价关系。本题要证明历[爲.当且仅当 
A 的每个等价类包含于 c? a 的一些等价类之中，因此证明本题的 
最初工作，就是建立 ii 与等价类之间的联系，这就是由给定划分 
去构造一个等价关系。由于和 G 中的等价类就是商集 j /尾 
和4■说中的元紫•他们都是2的子集，所以要建立迅 g 私与 
和 G 的等价类的包含关系之间能眵相互推证的充要条件，就需考 
虑2中的元素驵成等价类的特点 5 即是 KU。 
由和6€ [&]~说明2中满足等价哭系的元素必在同一 
等价类中。因此由可推证出 G 和 G 的等价类中的包含 
关系。 注意到本题中求证的“当且仅当”就是充分必要条件，所以 
在上述的必要条件证明以后，还需由等价类的包含关系，推证出 

[丑 2。 

为了清晰的论证本题，下面先推证一个引理。 

引理设&是集合3上的等价关系， G 是2中关于 B 的等 
价分割，…， c ^， 则 

B = \ JO i xC t 

4^1 


证对枉意6 牟若<%沁 eO ^ x 仏则必存在某个 

<=i 

icCK^m ), 使得 < 〜 py ea,x o k , 故有 令 cv] 

W Jij 则有无 G [a] K A y G [a]► aUxt\ aUy=^ xRa/\ a>Ry=^xEi/ y 

<=»1 • 

反之，对 任意％ s / eA 若有<% … 由定理 ho i ， 必有 

[£c]jt-= [ 岁 ] 況。令因为 [^] jfj 3/€ [ 女 ]& 故 c 女 S 

%。得到 O 卢 £ G G x % 即 Gx 仏。 

4^1 

综上两种情况得 m 

■B = LJ OjX Of 

i^"L 

有了这个引理，下而可对本例题作出完整的证明。 

证明 WiOi = A / E ^ iC ^ 0於， …， C ^} 



A/Rq^ {Qsij Osrt} 


由 引理知 


'®1 = U ^li ^ 0±\ } R^ ~ l_J Osss ^ ^Sife 

i^l k^l 

(1) 必要性 

若莰当％是单元素集合时，设 0^= 则因欠€』, 

故必存在柯)，使得并€0^即巧£%。 

设％不是单元素集合，则至少有两个元素 A 因此 

<^ y > e 0 lt X 0 lh 得到 <% y > ei ? i 。 但所以 <%穿>€ 

及。由 y>e Cj 必存在某个使得 

y ) £^ 0 2 j ? 即 

若除 A v ^ O ± i ^ 3 有元素巧％，则 <6 S >€C^xOW 得到 
<^ f 心 € 風。由 2>eii^ 故必存在 f { Kt <^) ? 

得办 ec ^ xc ^— aec ^ Mec ^。 因为 o ^ n 〜 妾 0 ，故 
0对=〜。于是％ % 0 在同一等价类仏中，必可推得％义忽同 
在 0 2 i 中，依此类推，可知 C ^ EC ^。 由 < 的任意性，因此当 s ^ r 免 
时， A 的等价类必包 含于％ 的某等价类中 ^ 

(2) 充分性 

若幼中对每个4 = 1』2,…， m , 有 GBXC ^ gC ^ xC ^， 

于是 

I 

o^Cj c 2 ^ g 2 % =b^ 

i^X ft^ i - 

例睡 3-6 设尾和是集合 i 上的等价关系，并分别有秩 
ri 和 n(EP | A / R ± \ — rij I A / Jt 2 \ = r^) s 试证; iJifj-Sa 也是集合 A 
上的等价关系，且烏 H 爲的秩至多为 rm 。 

分析本题要证明两部分，即是2上的等价关系，以 
及 IfUh 的秩至多为 

第一部分的证钥比较直接，由于和此是等价关系，所以 
他们都是序偁的集合，因此恥 n 禺也是序偶的集合，故也 
必是一个2上的关系。要证明这个关系具有等价性 ， 就需证明 
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刀满足自反，对称和传递性质，这可由关系性质的定义直接 
证明。 

第二部分的证明，可由分析秩的概念入手。因力等价关系 Ji 
的秩，就是这等价关系所诱导划分的元素的数目，所以要讨论 
及门的秩，必须先研究風和分别对应的划分 G； l 和 G 与 

所对应的划分 A 之间的夹系。由定理 3-10.2, 我们知道 
等价关系 JJ 所诱导的划分，就是商集2/五。而商集就是2 
中元素关于5等价类的集合。因此我们要证明禺中 
的任一元素是 Q ± = A /及 和 C % - A / E ^ 中的等价类和 (7 aJ 
的交所构成的子集，即是证明同时每个只能 
包含在唯一个■之中。考虑到 \ O t \\ O s \^ r 2j 可知 

〜门心最多只能形成个不同的交集，由此可证得 jC ^ 最 
多为^ Tx *72 o 

证明（一〕先证及是义上等价关系 

a ) 对任意因为及和私为自反的，故有 

5?> £ i ? a A <^ ^>€^ <^； 怎〉 €及0馬 

即及 nii s 为自反的。 

b) 对任意為若<4 夕〉 則 

<% 又因有对称性，得到 

os 战八也 ① >€ Hin 馬 
即及 n 禺为对称的。 

<0对任意％ a 若八化岭 
则 

^>€-HiA<^, y>S 風八 <a/, & B 1 A<^/ J ^>€ R ^ 

6>£及八 s>e-RiA<^ 女>€尾八<^ 2>€-R^ 

h s>eiJiA<^ ^>€J2 a 

即说(1私是传递的^于是得 i^ni^ 是 a 上的等价关系。 

(二 ) 再证 n 恥的秩至多为 n • r 3 
设 A 乌和馬门私分别诱导的划 分为： 


0场 C^ fj G ^{0^ cu 

Ca= … j ^3^} 

任取<^€<? 3 (1^^?)。因为 C 池爹 0, 故必有某个 cG』 八 
< rec ^ 0 因为仏和仏均为 A 的划分，故必存在 C^SC^ 使得 
«： e o ih 且存在 <7岛€ o 3j 使得 a e 即 

® 6 o±i n O2 } 

若 o 31 }, 喁 o ^ o ^ no ^ 若另有怯意 s / €^ f 则因是关 
于 i?iniJ s 的等价类，故有 ‘ 

® GCgfc Ay S^tc ^ ^Xj 少 〉 G 月 : l n i2a 

^Ou^ec 2i 

即 ^ec^nc^。 由 y 的任意性， i ^ c ^ GuOG ^ 且 c ^ gc^pi 

是唯一的。 

因为 c^£c^n<7 a ,， 且仏]则对任意必 
有 

^^GiOziOGu) (P^ n O^) 

因为和<^,是 >0^ 中的等价类，和 O # 是 G 中的等价 
类，在每个划分中两^^等价类有公共元素，此两等价类相等。故得 
Cti = o Ul o ^= c ^ 即只能属于同一个 C ^ t fic ^ 中。此外，03 
的两个不同元素，必是不同的0 1( n 0, y 的子集。设 0^€ O ^G 3p G 

o 3 j 若 私 因为 a 抑门<?坊=0,故必有 
疋 6 Cat 八女 €0^ ，使得： 

^OapA^/^Osts 

由 ^ G Osjh ^ ^ G On A ^ G <?a/j ^ V^.Out\p^O^ 

故 

疋 G OskAp £ O ap => a; £ Gu A V GC^ii A®€ 0^}\y^0^ 

==><*, y > HV \ S ^ 


于是 对任意一个必有唯一的使得 
屮，且对任意一个 o u n o sj 来说，至多只有一个 c <% 满足 


Osh ^ o ^ n o*a 

因为 lCM = r；i， \ 0 2 ] = rst t 故卜1, 2, -•、 n j = lj 2^ -*% 
〜 C^rtC ^ 至多有 rm 个不同的交集。故 (0 3 | 至多为 


T^T2o 

例题 3-7 设 iJ 为 Z 上的自友和传递关系，证明在2上存 
在一个等价关系 S ， 且在 X!S 上存在偏序关系见，使得 

<IXU [ 女 ] 月 >€ 丑 ' iff 

分析 本题证明包括两个部分，一个是证明 X 上存在等价关 
系怂另外是证明在 X / S 上存在偏序关系 i^ c 

证明在 Z 上存在等价关系 S ， 就是要在 Z 上构造出一个关 
系，并证明其满足自反，对称和传递性质。由于2/及是沒所诱导 
的7的划分，其元素是 S 的等价类，因此上存在的偏序关 
系其元素是 S 的等价类所构成的序偶。因为关系 E 在题目 
中巳 给定为 <[®：U &>€尽因此在给定条件的情 

况下，只需证明及满足自反，反对称，和传递三个性质，则疋就是 
上的偏序关系。 

本题证明的关键是构造出汉。由于 汉与兄 有关，疋与月有 
关，所以构造 S 必须与月联系。 i * 是自反和传递的，而况又是 I 
上的等价关系，故要 使方与 ii 联系时产生等价条件，就要保证 S 
是自反，对称和传递的。为此可定义万为 

<% py&S ^ s/> G iS A <^j ®>€-B 

这祥定义的; S 就可以证明是符合®设荽求的。 

注意：本题要证明的结论不是充戚条件 ， <!Xk 
iff 办€瓦这仅是给定的条件。 

本题要求证的是： 

S 为 X 上等价哭系，并且#为 X / S 上的偏序关系。 

证明（一)在 Z 上定义一个关系汉为 
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<% y>gS iff <a? # 

M 对任意 X , 因为 JS 为自反的, 故有： 

<0, a > y^MA € 及技 〈怎， 35> € 沒 

即 S 在 z 上自反。对任意 A 夕 GZ , 若<®，办 G 乂则有 
<^> 穿>€ 及八也心 S_S 片 a ?> giJA <^ 0 &S 

故 s 在 z 上是对称的。对任意％沁 ^ ex , 若 i/yeSK 

则有 ^ 

<6八命， ^ eJJA ^ py^R 

妗仏 汉〉 € BA <^ ^> eMA < z , 

片 <£ D ，^ A <^ a >>€ B 

故由 S 在 X 上传递,得到 S 在 X 上是传递的。 

由上述证明 S 是 X 上的等价关系。 

(二)证明及为 X / S 上的偏序吳系 
因为 j * 是 z 上自反的，故对任意有 

<% 心 ss 钤 < M & M ^>€^ 

但 Ohei / 怂故祀在 z /汉 上是自反的。设 

<M^ MAeiT 八 <[▲ M,>€B f 
杉 必 mh “3 h ^>€-8 

=^ M 尸 Ms 

所以及在 z / 汉上是反对称的。设对任意 o ]^ 0/]心 M ^ ex / 

尽若 / 

<{>:u 

4 《发 >€ ii 八 s>e ii => ^>€ J2 

o 〈[忠]占 j ! XU > S 及’ 

即苽在 X / S 上是传递的 

由上证明可得 iT 是 x / s 上的偏序关系。 


C 习题与解 


' 8-1 写出下列集合的表迖式： 

a) 所有一元一次方程的解组成的集合； 

b) W—1 在实数域中的因 式集； 

o) 在直角坐标中单位圆肉(不包括单位 圆周〕 的 点集； 

d) 极坐标系中，单位圆外(不包括单位 圆周） 的点集； 

e) 能被5整除的整数集。 【3-1. (1)1 

解 a ) 汉= {» | 咖+& = 0, 

b) D= x—l ? P+aj+l ， ic s —ic+lj 

^ 3 +2^ + 2^+1,护+1， 3 — 1, ^- 2 x 2 -]- 2 x -^ l , 

ixP — — x 2 x — 1, 

広 5 +忠 4 +疋 3 +忠 2 +疋+1， a ; 4 — 沈 3 + a ：— 1, 

広 4 +忠 & 一$ —1， a; 0 — 1} 

o) P-{<^ ^>|^+^<1> 

d) P = {< Pj 9 >\ p z > l } 

e ) 1 , = { 5^|^€1> 

3-3 某电视台，拟制定一项为时半小时的节目，其中包含戏 
剧，音乐与广告，每项节目都定为五分钟的倍数, 试求： 

各种时间分配情况的集合； 

b) 戏剧所分配的时间较音乐多的集合； 

c) 广告所分配的时间与音乐或戏剧所分配的时间相等的集 
合； 

d ) 音乐所分配的时间恰为五分钟的集合。 [31* ⑶】 

m a) 各种时间分配情況的 集合： 
r={<H 20>, <5, 10, 15>，<5, 15, 10>, <5, 20, 5>, 

<10, 5, 15>，<10, 10, 10>, <10, 15, 5>, <15, 5, 10>, 

<15, 10, 5>, <20, 5, 5» 

b) 戏剧所分配的时间较音乐多的集合： 
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D ^{< 10 , 5, 15 > f <15, 5, 10>, <15, 10, 5> 5 <20, 6, 5>} 

e ) 广告分配的时间与音乐或戏剧所分配的时间相等的集合: 
厶= {<5, 20, 5>, <10, 10, 10>, <20, 5, 6» 

d ) 音乐所分配的时间恰为五分钟的 集合： 

M = {<5 f 5, 20>, <10, 5, 15乂 <15, 5, 10>, <20, 5, 5>} 

»-3 | 给定集合5和 G 的例子，使得 

丑€0，和 . 【3-1* (3)】 

解设 A«={ih b ^{ i 3 {1}}，0=復 k U }}}， 就有 

AeB 7 和 A 硭<7 

3-4 给定集合 A 描述为 {A 4 , u , 你能认为 leei 


解如杲71> 是正整数}，则 16 S 4 如果益= 
{ x \ x ^ 2 ^ n (^- l) t n 是正整数； K 则16 珐益。 

3-5 设 R 4.1, 9, 10}， ^={{1}, W 0}，？^ 
{ i , s ，/?}, ^={{1, 3, ny , i > 0 以 T 各式中那些为真？那些不 
成立，为什么不成立？ 


«) 

b ) 

o ) 

e ) 

f ) 

解 


a) 

«) 

d ) 

f ) 

j ) 


1 S - R ； 


1€«； , 、 
l ^ U ； 

U }^ s ； 

b ) 真 ； e ) 真； g ) 真； 
h ) i ) 真； k ) 真； I ) 真。 
假； 因为 PK 沒但 {1} 牵及 
假;因为{1}€&不是1€的 
槪 1 不是一个集合； 

槪1牟说 

假; 3法 f / 且/7牵 r /。 


g) T^B ； 
b) { 1 }€ 负 

0 0 以 , 

j ) T ^ U , 

k ) ret ;； 

l ) T 车 R。 


3-8 对任意 集合次 ^ G 确定下列命题是否为真，并证 
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明之。 

a ) 如果乂 e 召及则 dea 

b ) 如果』 € 厶及召则 

c ) 如果』及厶 GC ' 则 」 GA 

d ) 如來万及万 ec ?, 则 Ag <7; 

e ) 如果羞 SB 及则义牵 G 

f ) 如果及 S € C 7, 则 i 守 (7。 【3-1.(4)】 

解 a ) 真。因为故」 

b) 假。例如 A«f- 仇 h , {❼},则乂它 
B , BEC7, 但 A 虫 

0) 假。例如幺 ={a), h } } Q -{ a } U , b}} f 则 

b. Beo, m.A^o a 

幻假。 例如 2}, i ?= u , 2,{3}>^-{{1,2, {3}}}, 
4}, 则 a ^ b 3 se a 但 a ^ o 0 

W 假。例如乂 ={ah’£={{< &},cr;{{4, 札则 

B^O ? UAeG 0 

0 假。例如 4 = B ={ a , b} t G ={{ a y h} f 则 

Ad BQC } KAec 0 

是可能的吗？予以说明。 【3-1. (5)】 
解是可能的。因为2 口况 要求2中的元素都在5中，但忍 
中除去2的元素外，还可能有其他元素。故如万中有元素为集合 
3时,则本命题就可能成立的。 

例如 = B -^ ia , {a }}, 则就有召 A2£S。 

确定下列集合的幂集： 

a) {心 {«}>; b ) {{1, {2, 3}}}； c) {0, ^ { b}h 

d) ^(0); e) 少（逆 （0))。 【3-1. (6)】 

解 a) 设 』〜 {a {«}}，则 

{{«}>, {a}}} 

b) 设£二{{匕 {2, 3}}}, 则、 

^0)={0 ? {{1, {2, S }}}> 


O ) 设 纪={0, A 则 

w , mh { 0 }, {0, {0, 

{ b}h { a ^ U}h {0, ^ {*»> 

因为分〔0) = {0},则 

^(^( 0 ))={ 0 , {0» 

e ) ^(^(^(0)))={0, {0}, {{0», {0, {0»> 

3-9 证明若五区仏则妒 （ B ) g 妒 （ C 0 & 

证明则 m 为 KCf , 故工 go , 即 
xe 妒 ( o ), 于是逆 （5) 口逆 （co 。 

no 证明对任意集合盔和琴沪(丄) n ^ c &)=^ afi £) 0 
证明设任意托 [少 （4 )n 穸 （£)], 则<少（』）且*€ 
妒⑻，即有 

反之，对任意瓦故对所有有 
«€』 n 足即 aSas 则 A 且所以 a€ % M aS 4且》 

M ^ eB , 即広口2且必 sb , 得到且必€穸 ce )/ 故怎 e 

w (2) n 沪⑻]。所以 

^(- in 5) s [^(^) n ^( J 3)3 

综上可得 


^( A ) f ]^( B )=^( AnB ) 

3-11 证明沪（』） U 穸（万) E 夕在什么条件下等 
式成立。 

证明设 任意疋 e (少 （2 )u 沃 （£)), 则托少 （ o 或峻 

a) 若 < 夕 (2), 则為对任意 

a^x^aQA =^ erg -4|J5 

I 

b ) 若® s 穸(及 h 则对任意 

B ^ a £ A[JB 

由 a), b) 得① E 崖 U 矣即 ^ e ^{ A \ jS ), 所以 


^( A ) 

当孟时妒 （2) 匚穸（用， 故召时有万，且 

^( A ) U ^ C^)-^(JS) 

即题设的等式成立。 

方 E 湓时情況同。 

3^13妒01—£)是否等于少 （2) — 穸(五)，试予怔明。 

证明少（孟一刀)不一定等于夕 （2) —妒（刀)。例 如：设 
B ^ 0 t S - Af ] B ^ A t 若则您 €4 且 丑。 又设 《s 
A — 则守刀 o 由 {% 夕 （ O, 有 

{忠， y}^A 

同样诞 W 隹穸（用，有 

y }^ 

对 y }€ (妒 （2) — 穸 CB )), 因为: reinB , 有 X 电 A — B , 
所以 {h 女}$2—及即{%少}夺少 （2— 五) 0 
于是 (』）一穸 （ B ) 

3-13 证明对每个集合心 {0, {0}}£少妒妒⑽)成立。 
证明对所有集合怂 0& S , 所以 0 ^^{ S ) A 0 }^( S ), 
{0}€^^( S ) O 因为 0 G 少 （ S ), 故0€少妒（汉），所以 
{0, {0}}G 沙少⑺)，即 {0, {0»e^^^(^)o 

3-14 假定沙（2)=妒 C&), 证明 

证明对任意有 { a } Q 式所以妒 （ A )。 因为 

故 we 夕(刀）即得到此札所以 

A ^. B 0 

同理可证 
因此汲一刀。 

3^16假定: eS 見足证明{{^}, {^祕逆(少⑽ 。 
证明由托足奸 圪得 {分€少〔3), {^女}€妒〔5),故 
{{4, K 穿}}£少（扔 ， 所以{{氺 R y }} G ^(^( B )). 

3^16设篮={0}, 少（沪 （A)): 

a ) 是否 0€ B ? 是否0^8? 
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b ) 是否 是否位 S}e 所 

e) 是否 {{0}} es? 是否 {{0}}E^o 【34 (7)】 

解设盔={0}, ^( A )=-{ 0 J {0», B = 

{0, {0>, {{0», {0, {0 }}},M 、• 

a) 0 eB f 0G 丑 成立； 

b) 式且成立 I 

o) {{0}}€ 見且 {{0}}ES 成立。 

3-17 证明若七心（?是任意客体 5 则 

{{ a }, { a , b }} = {{ c }, { Cj d }} 

当且仅当 iz=c, 且 6 = 【3-1. ⑻】 

证明充分性 t 若《 = 0, &=d, 则 {os}f[c} 且{〜6}={仏(2} 3 
故 {hh b}}-iich {c, 4}o 

必 要性： 若 {{a}, {«, 6}} = {{e}，fe£?})， 由集合相等的条 
件，必有 

⑴ { a } = « 且 { a , &} = {〜 札则有 0 = C 且 { a , 6} = {匕 d}j 

故有 a = o 且 J 工 

⑶ { a } { e t 沿且 {(?} = {〜6}, 則有 c=d=% 且 = 
即。 = a = J;d。 

3-18 设某集合有101个元素 7 试问； 

a) 可构成多少个子集？ 

b ) 其中有多少个子集元素为奇数？ 

c) 是否有 i02 个元素的子集？ 【3-1. (9)】 

解均可构成个子集； 

b ) 有 2^/2 个子集元素为 奇数； 
o> 不能有102个元素的子集。 

3-19 设汶 屯} ，及 是及的芋集，由 B 1T 和 

表达的子集是什么？应如何规定子集{办，％,勿}和{%, as}o 

【3-1. (10)】 

♦ * ♦ 

依 丑00010001 = {私， 

b 

-Sal = -Sooamii — {^4., 炫 c, ^hj *7, «a} 
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^ 刀 ioooowi = -Sua 

3-20 设豈=心|怎<5, aG 及 L 五={沈卜<7, e 是正偶数}, 
求 』u 足 Ar\B 0 m(i )】 

解 AUB^iO, 1, 2, S t 4, 6} 

A (\ B ^{2 t 4> 

3^81 设 』 ={z 4 是 book 中的字 母 ;^ B = {® | 怎 是 black 中 

的字母: h 求 4U 尽 Af]B 0 【H(2)】 

解 ^ a, c, o^ k>, AQB-i^ t} ft 

3-22 给定下列自然数子集： 、 

A = {1, 2, 7 r 8} ; 

B = { i \ i s <50 } i 

C = { i\i 可被 3 整除，0<6<30} ; 

B ^{ i\i = 2 K 3 if € J +J 


求下列 集合： 


a) ^U(^U(^U-0>5 

b) An(Bf){OnD)), 

o) {A UC ?)； 

d) (^Af]B)UD 0 


【 3-2 ■⑻】 

解因为 


^L={1, 2, 7, 8} 



B - {0, 1, 2, 3, 4, 5 t 6, 7} 

C={0j 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21 』 24, 27 』 30} 
1>-{2, 4, 8, 16, 32, 64} 

a ) J . UCBUCC , Ui )))= AUSU <? U -0 

={0, i, 2 』 3, 4, 5, 6,7,3, 9, 
12, 15, 16, 18, 21, 24, 27 , 
30, 32, 64} 

b ) Af ] ( BfUpCiJ )}) = ADBr \ O (] J >=0 
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o ) 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 12, 15, 18, 2私 24， 

27, 30}， 

所以 B -( AUO )^{4, 5> 

d) 由于 （〜 jlfl 万 ) = 忍一 2 I 4, 5^6} 

故 (~ Af ] B ) 足3, 4, 5, 6】 S , W , 32, 64} 

3-33 设么- {2, 4, 5, I 8}, B ={1, 4, 5, 9}, C -{^|^6 
J + 且 2<*<5}, 为 £^{0,1, 2, 3, 4, 5, m 9} 的子集，求 

a) ^( AHB )； b) C - B ； 

o) (C?n5)U 〜為 d) ^(B-A)D(A-B )； 

e ) 

解 a ) 因湓 n 5= R 5}, 故 

^(Af]B)^S-(Af]B) = {0, 1, 2, S, 6, 7, 8, 0} 

b ) C - B ^{2 J 3> 

o ) 因 〜 3 = {0, 1, 3』7, 9}， 故 
(O(]B)\J-A^{0 j 1 ? ^ 4, 7, 9> 

d) 因 〜 (S-^) = {0,2,3,4,m8L 4-^-{2,0,8}, 

故 〜 (5 — A) H (^A — B) =^{2 ? 8} 

e) 因 ~C = {0, 1, A 6, 7, & 9} 〜 OUB^{O t l t 4, B, 6, 

l 8, 9} 

故 ^(^ C \ JB )={2, 3} r 

3-2* 证明对任意集合皂見 A 有 

{A0B)[iP^Af\{B\JO) iff O^A 【 3-2 -⑷】 

证明必宴性对任意 ^ eo , 必有仿€ (^ n ^) U ^ 因为 

AC\(B\JO)^(Ar\S)\JO 

故 ^O^ccEAn (B\J0)^^^AA^ {BUG) 

即。巨 

充分性 ^ O ^ A . mAUO ^ A.m 

(Ari£) UO^(A\JO) n (BUG)-AC\{B\J0 

»-85 证明对任意集合岑 B , O 有 

a) {A-B)-0 = A- (B\JO )； 
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b) (A-B)-C{A-O)- P ； 

o ) ( A - O ) - ( B—CO , 【3-2 ■ (5) 】 

证明 a ) 对任意 

gcQ (^ A . 一 S ) 一 <7 玲 — 5) 八 ® 

J ■八 it 辛刀八 o ： 法 O 
a > Q . A . J \ qj ^ ( B U O ) 

^ a >^ A -{ B \ JCf ) 

所以 ( A ^ B )- O ^ A -( B [ JO ) 

b) — 5 )— ( 乂一 B)n 〜 cr 灣 (jin 〜 J?)n 〜 o 

^ (a n 〜 o ) n 〜 b — ( ji—oo n 

* (^ A . — G ) — S 

o) ■ 一 i?) — 0= (A H ^C) fl Af\ 

-A- (G\JB)^A- (07UJ3) n (OU^O)) 

(C\J (Bf] 〜 a)) ~A- (p\J (B-O)) 
■ ( J — O ) — 

8-26 确定以下 各式： 

a) 0f]{0h b) {0)n{0：h <0 {0, {0»-0 ； 
d ) {0, {0}>-{0}; e ) {0, {0}}-{{0 »o 

[心 2 .⑹】 

解 a ) 0; b > {0}； o ) {0, {0}>； d ) {{0}}； o ) {0}。 
3^27 假定盔和£是五的子集，证明:以下各式中每个关系 
式彼此等价： 

a) AUAf\B = A% 

b) Af]B-=0, A^^B ? 

c ) A \ JB ^ E 3 g 足 ~ SQA ; 

d) 4 = 5, 』 ㊉5=0 。 【 3-2.(7 )】 

证明 a ) 因为 

A^3 O (Vrc) (xQ. A. S) 

但 (icg 4^ 
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A^B ^ ( Yai ) ( x ^ A -^ 

玲 ( Vx ) (x € 0 

由定理 3-2.3 可得 

A ^ B ^ A \} B^B 

但 （豈 U ^ = 万） 与 ( Af \( AiJB )^ Ar \ B ) ^ Af ] B^A 
( A {] B ^ A ) ^.{( Ar \ E ) \JB = AUB ) ^ A \ JB=B 

♦ 

I 

b) O4n_s=0) o (vaO(®eA— 沈牵 5 ) 

( Vir ) (办 G A —> xQ . ~£) ㈡ ( A [ 〜 jB 〉 

( B ^^ A ) 

c ) (i U 5= i ?) ^ ( V ; c ) ( x^A ^-> x £ S ') 

^ ( V ®) ( a ?€ 〜* A 4 a ; ££) O 
( A } JB = E ) ^ ( Wx )(^ 3 ^ aieA } 

<4 ( Vir ) ( iu € -> A ) ^ 

幻若2=見有 

2 ㊉ 5= (2 f | 〜 B ) U CBfl 〜溢） 

= (4 n 〜4) u ( sn 〜 s )=0 u 0=0 

反之，若有 

邮盔-0 . 

所以 2 ㊉ 牟可推得溢 = J ? 〈见 习题 3-2 So )) 。 

3-38 a ) 已知 AU 召=乂 114 是否必须召= 0 ? 
b ) 已知是否必须丑=仍 
o ) 已知 ㊉ A 是否必须 (3^2 - (8) ] 
解 a ) 不一定，例如 i = 0 }, O = { o }, 则有 

A \ JB = A \ JO t UB ^ U 0 

b ) 不一定，钶如 2 = { a }, 5 =K &}, 0 ={ a , c }, 则有 
A [\ B ^ Af ] CMB ^ O a 

o ) £ = %因为若 ㊉ a , 对任意足 
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(1) 若 

由 zG A 八⑦荦所以 

( 2 ) io^A ^n}^Af]B 

因为 xeB ^ x ^ A\JB 

由 x ^ Af ] BAx ^ AUB ^ x ^ A @ B =^ xeA®G 
但 x ^ A /\^ A © 0 ^ x &0 

即 B ^ 0 o . 

用同样的方法，可证 O ^ J ?。 

因此 _4 ㊉ 忑 = 时，必有 i ? = 0。 

» 29设 AC 是集合，在什么条件下，下列命题是真 
的？ 

a) (A-S)\J (A-C) 

b) (A-B)U(A-G) = 0 ； 
o) (A-B)r\(A-O)^0 l 

d) ( 乂 一 B) ㊉ （ 4-(7) =0 。 【 3-2. (9 )】 

解 a ) 因为 

04 — £) U (』一 CO = (Afl 〜 S ) U (A n — O ) 

= Af]^(BnO)=A-(B(]0) 

故当 in ( Bf \ O )= 0 时成立。 
b) 要使 C^£)U(^~O) = 0 J 则需使 

( 羞 n 〜 _s)u ( 公 n 〜 o)^0 

即要使 A -( BC ] O )^0 

故当时， 

( Z —>8) U — O) ~ 0 

o) (A-B) n (A^C) = (Af) n un - c ?) 

=a n 〜 os U CQ 

一 C & ug ) 

所以当吋.盔一 CBUO )=0 成立。即 4 匚五110时 < 

{ A ^ B ) r \{ A - G )^0 
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d ) 因为 = 0 /故当 = O 时， 

(溢一 B )©(』 ■一 CO *0 

» 30 借助于文氏图考察以下命题的正 确性： 

a ) 若次五利 a 是五的子集，使得 A 且乂 uas 

b ) 若為5和 t 7 是五的子集，使得〜 cbuco 且方 □ 

〜 （2 UC 0, 则召 =0 O [3-2. (10)] 

解 文氏图如图 3-3( a ) 和 ( b ) 所示。由图可知命题 a ), b ) 是 
正确的。 



3^1证明 

a) A n (B®C) =-(Ar]B)®(Ar\0 )； 

b ) 」 UCB ® C 0 = (4 U _5)®(2 UC ?) 不一定成立。 


证明 


[3-2. (11)] 


a ) ( A (} B )®( AnO ) 

-((An^jn 〜 （ mco)u ((盗 no).n 〜 

»(( 』 nB)n( 〜 4u~o))u((xncort( 〜 2u 〜 5)) 
u (2 non 〜 5) 

- (Ar\Bo 〜 co u (^nan 〜丑 ) 

杜豈 n ((5D 〜 o) u (t?n 〜召 )) 

((』 一 co u (o-B)) = Ar\(B®o) 
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b ) 设] 3}, B={1, 4 f 7 }, 0 ^{ 3 , 5h 则 

S f 4 , 5, 7} 

所以 (B©0) = {m (5, 7} 

但 2 f 3 , 4, 7> 

AUO ^{ 2 ^ 3 , 5} 

故 （2UR)©(2UO)={l，4, 5, 7} 

因此 -4U (^©^> -( AUB )(±}( JUO ) 

不一定成立 Q 

8-38 给定正整数集合的下列子集 ： 

A — B = {^] w<8} 

0 ^ \ ris^2h } T + }j {ti \ j n^3h i i^I^i 

= {讯 I 2ft — 1, J^.} 

试用桌及 A 刀和尾表达下列集合： 

a) {2, 4, 6, 8}, 

b ) &}; 
o) {10}; 

d ) 卜是偶数，对 >: LO h 

e) {价[你是偶数_11«^丄0，或竹是奇数，赶抑>9} 0 

解沁 {2, 4, 6, 8}^^-,F 

b) {3:6,9 卜 if| 刀 

o) { 10 }-^( A - B)-F 
d) 是偶数，0>_10}=0—2 

o) {^|n 是偶数且或 7 i 是奇教且 

^( Ar \ C )\ J (^- B ) 

3-33 设所有整数集合夂已知 JT 的子集： 

%, p€Ij 贫 >4} 

j5={^|rc=-2^ 1 } 

0 ={^\^^ 1 ^\^\^ 10 } 

试用 j，A G 和集合的运算，表达下列集合： 
a) 所有奇整数的集合； 




b) {-10, — 8 ， —6, — 4, 0, 2 , （ I 8, 10}; 

o) { 忠 ^ = 6 义 pei } y>2 }； 

d ) {—9, - 7) — 6^ — 3 5 — 1， S ， 5，7， 9}; 

e ) { w\x = 2 p -[- l f vQI , ^>5} 

U {x\x^2y—l > y^ ： I r p<—5} 0 
解 a) 〜 S; b) BDC^ o) Af]B ； 

d) fl e ) 〜万 fl ( 或〜 J3 — C7 )。 

3-34 证明若盔 G 及则 LUGU 万。 

证明对任意 ms U 木必存在某个牵使 aGA 因为乂 e 
所以存在某个 使; ce «, 即 $6 UB 。 

于是 U^[JB 

3-36 证明对任意集合， U ^( A ) = A 0 
证明设任意 U ^ ( AX 则存在穸（2)，使得 
又因 故 《 A , 于是 U 分 （4 匚』。反之 .， 设任意怎 
0^{疋}[次故 { oe 妒〔4。因此 ® e u 少 (4), 得到 

A^U^(A) 1 

于是 U ^( A)=A 

3-36 证明若6^ B ； m 沪 OS ) e 少夕 （ U 万) 。 

证明对所有 X €^0 S ), 有对任意 ae 叉，可得怎€ 
S 。 因为汉 e 尽有< UB , 即 XGU 尽故 X €^( us )。 所以 
妒 （ S ) G 少 （ u 』\ 即 

»-37证明 U ( AUB ) = ( IM)U (115)。 

证明对任意 aeUMU 5 ), 则必存在見且忠€% 
故或 ae 足且① e % 所以士 e u a 或 i»e u 足即 

托 （ LM ) U(U 丑） 

于是 U ( A \ JB )^( UA ) U ([ JB ) 

反之，设任意 


® e ( u^)u ( ub ) 

u 盜或尤 e U 5 
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o a) 或 6) 

^ (3^ ^ A \}B ; 怎 6 a) 或（三 6£diJ 丑， ^6 &) 

〜 eU ( MJB ) 

所以 (nA)U(UB)^U(AUB) 

于是 U (^-UB)=(U^)U(UB) 

3^38 证明若 B 是非空集,则 

Au(r\B) = niA[jx\xGB} 

证明对任意忠 exucn^o, 若 ae 』， 则怎(对 
所以 ; re 

若 $ 珐次则 n^ 所以对所有 zei , 故有对所有 

x^A\jx f 即化 € n{iux|xeA }， 所以 

a\j (r\B)c ： r\{j\jx\xeB} 

^&f]{AUX\X^B} ^ x&A\JX{VX€B) 

若 有 rGAn u 刀 

若 sc^A^x^X{yX£S) 

贝 D DB^x&AunB 

故 C\{A\J^i^&B}^AlJ [\B 

于是 AU(CiB)=(nA\J^\^-&B} 

3 89 证明若 A 是非空集，则 

妒 （ru 卜 n wi) I x s x} 

证明对所有 $€ 少（门则 : c£fM , 即对任意必确 
aeru 。 所有 jre 忒有 asi 0 于是得到少 (jo , 对 
所有 z e 牟故広 e m 少 (jo 1 z € 坍，于是证得 

^< n ^)^ ru ^ ( x ) ixeA } 

反之，设任意 $eru 妒则对所有 xsa 尤 e 
穸 (x) 即所以所有 xe^aSh 则对所有 xe^ae 
因此 “e ru , 有 

icQPU 今; cS 少 （fix) 

所以 V\{^{X)\X^A}^^>{V[A) 

于是 n{^(x)ixe^>=^(n^) 





证_ 在什么情况下, 

等式 成立。 

证明对任意必存在妒 ( 尤丄 K 
A 便得沙 <x*) 成立，故有 : cga 。 为此，对任意必有 
«e 兄。因为 卓故 ae n 于是即尤 e^(LU )。 
所以 U{^ (X)\X€A}^a)A) 

当集合 2 中只有一个元素时上面式子中的等式成立。 

^41给定集合乂和万的一个例子，使得』且 

(ru)n(n 扔 ★ncAfiB )。 

解 ^^ = {{1, 2, S>, {2, 3, 4}, {2, 3, 4, 6}} 

^ = {{2, 3, 4}, {2, 3, 4 f 6}, {2, 3, 4, 8}} 

则 3}, DB^{2, 3, 4} 

Ar\B^{{2 } 3, 4}, {2, 3, 4, 6» 

(ru)n (n5) 二 { 2 , 3}， = 3 , 4> 

所以 cn^)n(n^)^nun5) 

3-42 设 C 为全集丑的非空子集簇，证明以下德 •摩 根定理 
推广。 」 

a> = n s ； b ) rw = us ( s 金〜 s )。 

S^O 8&C 8CC B^O 

证明 门 s = (v^) ( seo ^ x^Ey 

a^c 

-{^1 ( vs ) (~j ose o ) v > es ))} 

= 如 n (3 S ) 

-{^K3^TC«€CA^€^T> 

^B-{x\(3S)(seoh^es)}^\js 

b) US-{^ 1 ( 3 S) (S&O^eS)} 卿 

£ec 

={^i(a^nos$ov<s)} 

-{x\^s(seo^^es)y 

' - {x I ^ s ( seo ^ e^)}=rw 

3^ fet 设对自然数定义为； ㈣ 

0 = 0, 1 = 0U{0} J 2 = 1U{1>, 8 = 2U{2}- J 4=3U{3},« 


ft 5},4, {4}}, 求 0(VX-4\ 

解由题设定义， 

1 = 0U{0} = {0} = {O> 

2 = {0}U{1}={0, 1> 

3-{0, 1 }U{{ 0 , 1 }} = { 0 , 1 , 2 } 

4 = {0, 1, 2} U {3} ^ {0, 1, 2, S} 

所以 ^-{{2, 5L R 1, 2, 3}, {4}} 

[jX = {Q I 1 ? 2, 3, 4, 5} 

UX^4 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}-{0, 1, 2, 3} = {4, 5> 

={{0 厂 1, 2m 2, 3 ，妍 
因此 PI (UZ — 句 ={0, 1, 2, 3}=4 

a^4 求 nu ( 少 2— 2 )。 

解由于 

^2=^({0, 1})={0 } { 0 }, { 1 }, { 0 , 1 }> 

^2-2^ {0, {0}, {!}, R 1}} —{0, 1} 

r m 

所以 U(^2^2) - {0, 1} 

n U (少 2—2)=0 

3^45 设 1 = {{{ 1 ， 2}, {l}h u, 0 }}, 求 UT, 

u ux, n nx 7 u n m 

解 {JX = {{1 ? 2 }, {!}, { 1 , 0 }} 

r \ x = 0 ? u ux^{o, l, 2}^3 

nnx 无定义， 1 ] 门工 = 0 = 0 , nux={i} 

3-46 设 I = 2 }, { 2 , 0 } ， < 1 ， 3 }}, 求 LH OX, 

v n nx, u nx, n ux 。 

解 \J^ = {0 3 X, 2 f 3 卜 4, (\X = 0=O 
U \J^=\J{0 t {Oh {0, 1}, {0, 1, 2» 

= 仇 I 2 卜 S 

nnx 无定义 ， n u^=0-o 
t«r 设厶是实数集合 , 它被定 义为： 


j4^ = {a|a<l} 7 = 2 …) 


则 Cja=a 

<=i 

♦ I 

♦ 

♦ ♦ 

证明 a ) 先证 Gj 為[為。 

^ 1 

设 3 则必存在某个自然数丸使巧禹即必<1— 

则沭<1，故災 SA 。 

(2) 再证0忒 PA 。 


设 即 a ?< l , 对 * 必有二6>0,使 s & 

令令]+1，则 ad - l , 即為^所以 K 故有 

A>^UA 

i^l 

由以上情况 I 即得到 



為 

4»1 

设及是实数集，它祯定义为: 


B 0 = { b | &^1}, | 


证明 n^=^o 

证明⑴ 先证 鬥及。 


1 


设$€£。,即$<1,对任一个 L 均有 asCl + f , 设对任何心 
所以$€(^双。 



⑵苒证 n^ESoo 


设怎 e A 则浓€岛 （ 卜2,…）。对任何夂 疋<1 十毛都 

« -fc 

成立■则必有若不然，即$>总则必有某个6>0,使 it - 
X + 8 0 


令*=[4] + ：1， 则 + 故但及(卜 If 2…) 
矛盾，因此 沈<1 即喊知所以鬥 B & B 0o 

i^l 

由上述证明可得 

ns ^ B 0 

3-49 设某校足球队有球衣 as 件，篮球队有球衣15件，棒球 
队有球衣 20 件,三队队员的总数为 58 人，其中有三人同时参加三 
队，试求同时参加二队的队员共有几人 T 【3-3. (1)】 

解设 Ai 表示参加足球队的队员 集合； 

表示参加篮球队的队员 集合； 

^3表示参加捧球队的队员集合。 

根据題意有 1為卜38, | 為卜15, 1^1-20 

|々 U 為 U 為卜58，|鸟0為0烏|=3 

由容斥原理 

14 u 為 | = Mil +1 為 I + 1 a z \ — ] a .± n I 

一 1 4 n a 丨 — Ms n 為 I 

+ [a n 為 n a I 

58 ^38 + 15+16— } A ± fl 2 a | - Mi fl A3 j — 1 為 Pi 為丨 + 3 
所以， i n jia I +1 n 為 I + 1 為 n14 丄8 

参加二个队的队员共 18 人。 

3-50 设由某项调查，发现学生阅读杂志的情况如下， 

百分之六十阅读甲类杂志； 

百分之 五十阅 读乙类 杂志； 

百分之 五十阅读丙类 杂志； 

百分之三十阅读甲类杂志与乙类杂志； 

百分之三十阅读乙类杂志与丙类 杂志； 

百分之三十阅读甲类杂志与丙类杂志； 

百分之十阅渎三类杂志。 

I 

问 Q 试求确实阋读两类杂志的学生的苜分比 9 
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b ) 试求不读任何杂志的学生的百分比。 【34. (2)】 

解设 為表示 阅读甲类杂志学生的 集合； 

立!表示阅读乙类杂志学生的集合； 

A 表示阅读丙类杂志学生的集合。 

则按题 意有： 1^1=60%, | A 2 ；-50%, |^|=50% 

1^0^1-30%, \ A 2 r \ A ^\ -30% 

I a 门▲卜30%， 

a ) I 土 ru s |+| 為 ruM + iAn 為 I—sj^n 為 n 乌 I 

= 30 % + 30 % + 30 % — 3 - 10 % > 60 % 

b) i^u^uAHUil + U.KIAl-Min^l 

一 I n^l ^ I 為 n^l 

+1 n ^-2 n l 

-60%+50%+50%~ a 0%-30% 

-30% +10% =80% 

所以 l^^ifi n - a 3 ! = 1—iauau 烏丨 

= 20 潞 

351 75 个儿童到公园游乐杨，他们在那里可以骑旋转木 

马，坐滑行铁道，乘宇宙飞船，已 
知其中20人这三种东西都乘坐 
过，其中55人至少乘坐过其中两 
种。若每样乘坐一次的费用是 
0,50元, 公园游 乐场总共收入70 
元.试确定有多少儿童没有乘坐 
过其中任何 一种。 

解设 

= { 骑过旋转木马的儿童 
坐过滑行铁道的儿童 }; 

A = { 乘过宇宙飞船的儿童}。 
集合奚 U 鳥 LM 3 的图汞如图 3-4 所示。 

因为 |奚| 叫万| + 1 丑 | + | JT | 十 | J | 



* 1 抑， 


}A 2 \^\0\ I IZKIiTI+l^l 

去公园游乐场儿童总数为# = 75。 

\ A ± f ] A 2 ^ A 3 \ = |7] ^20 

|^[ + {^| + | 2 |+| 7]=55 

0.5 x (\ A x \^\ A 2 \- h \ A ,\)=70 

即 |5|+ |別+2/(|1| + | JJ | + | If ) 十 3 x [/| 

-70/0.5 

得到 \ B \^\ O \^-\ D\^10 

N(0) =N-\A^\JA a \JA^\ =75-(10+55)-10 

所以没冇乘过其中任何一种的儿童共 10 人。 

3-62 a ) 在一个班级的50个学生中，有部人在第一次考试 
中得到卓人在第二次考试中得到崖，假如有17人两次考试 
都没有得到问有多少学生两次考试中都得到 A 。 

b ) 若全班有50个学生，在这些学生中.如果第一次考试中得 
到4的人数，等于第二次考试中得到2的人数，如果仅在一次考 
试中得到 i 的学生总数是40,并巨如果有4个学生两次考试都没 
有得到问有多少学生仅在第一次考试中取得问有多少学 
生仅在第二次考试中取得又问冇多少学生在两次考试中都得 
到盗。 【3-3.⑷】 

解 W 设第一次考试得到2的人为具冇性质其集合为 
第二次考试得到 i 的人为具有性质 P 2 , 其集合为则按题 
意有： 

I 

UiLUsf -50-17 = 33 

由容斥原理. 

| 乂 3 | = Mil - ；^ iU ^| -26+21-33 = 14 

故两次考试都得到 2 的人数为 W 人。 
b ) \ A x \-\A 2 \ 

因为 | u = In +1 ri ^ a .\ I -f In 

I 

但 MiLMl =50-4-46 
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[ Aif \^ A 2 \ + I 為 fl =40 

故 .|▲ 1 n 么 3 f =46—40 = & 

即在两次考试中均有 6 人得到盔。 

jjlxU^I ^ + Ma| - l^ifl^l 

得到 46-21^1^6 

即 |也卜|4卜26 

故在第一次(或第二次)考试中有26人得到而仅在一次考试中 
得到2的人数为 26 —6 = 20( 人)。 

3^63对200名大学一年级的学生进行调査的结果是：其中 
67人学敢学,47人学物理,95人学生物,26人既学数学又学物理, 
27人既学物理又学生物，50人这三门课都不学。 

») 求出对三门课都学的学生人数； 

b ) 在文氏图中以正确的学生人数填入其中8个区域。 

【3- M 5)】 

解 a ) 设学生学习数学为具有性质八，其集合为么 i; 学生 
学物理为具有性质其集合为^^学生学生物为具有性质 
其集合为為。 



m 5-5 


由磁设 |2： i |= e 7, 1^1=47, 1 ▲卜沾 

-26, l^n^l-28, \ A^f\A^\=27 

I 〜 n n 1 = 恥， jv ^ 2oq 

1 ^n 〜 An 〜為 I =汉 一 !2 i | — I Jjal — |/么、1 +1 乂 ！ n 』公 I 

+1 jii n a ^ \ +1 a 2 n - 4 . 3 1 

一 i Ai n - 4-3 n ^ 3 ] 

50-200-67-47-95+28+26+27-1^11^/1^3] 

所以 iAru a ru 3 |=22( 人） 

V ) 见图 3-6 0 

3^M 试求在 1 到 10000 之间不能被 4, 5或6 整除的整数 
的个数^ 

解设為是 1到10000之间能为 i 餘尽的整数的集合，则 

有： 

|A & | 1^2000 

L O - 

, 為卜 [▼ 卜娜 

，繼卜 
|^nA |=[- i®-]=833 

lAnAH [^]=333 
l^ t n ^ nA ! = [^^-]=i66 

根据容斥原理 

n ( q ) j a | - 1 ai - M0I+ |^un A| 

+ j 為 I +1n 為 I — j^n^n^fll 
所以 ^ (U) -lOOOD- (2500+2000+1 拙 6) 

十 （500 十 833 十 333 〕 -166-5334 


这里 i ^ o ) H 3 4 ninlu 所以满足®意的整破个数丸 
53S4 0 

3-55 设有集合 {m …，硌，其无重复的一个排列 

满足条件你则称该排列为一个错列。求证集 
合认 2, 3,…，崎的错列个数认为 

从-( 1 _ 去+士—备十…{(一 1 )"去)⑷ 

证明 令忍是 {1, 毛…，硌的所有无重复排列的集合，则 

\S\ = 蛀！ 

设有一个排列如果 i 在第彡 个位置上，称该排列具有性质 



















































所以 


… fMn 卜 | 5 "l — s M ( I + 2 M t n I 

-2 l ^ n ^ n ^ i +- 

+(- i)，An 鳥 n … n Al 





( n —2)! 



(忌 )(c& — A) IH( 一 l) h 



抑卜 A+W 


♦善 ■ 


1 一 


li 2! 

iii 
十* 


+ (― 1) 




II 2( 


+(- 1)n 去) 




3^58设乂={0』 1}, £二{1， 2}, 确定 T 列集合, 

a) J.x{l}xi?i 

b) A 2 >^ 

c) (BxA)\ [3-4. CL )】 

解 a ) AX { 1 } XB ^{< 0 , 1 , 1>, <0, 1, 2>, <1, 1, 1>, 

<1, 1, 2>} 

t ) A 3 Xff ={<0, 0, 1>, <0 ? J , 1>, <0, 0, 2>, <0, 1, 2>, 

<1, 0, 1>, <1, 0, 2>, <1, 1, 1>, <1, 1, 2» 
o ) ( BxA )^{« l , 0>, <1, 0», «1, 0>, <1, 1», 

«i, 0>, <2, 0», «1, 0>, <2, 1», 

«i, i>, <i, o», «i ， i>, <i, i», 

1 «1, 1>, <2, 0», «1, 1>, <2, i », 

«2, 0>, <1， 0», «2, 0>, <1, 1», 

«2, 0>, <2, 0», «2, 0>, <2, 1», 

«2, 1>, <1, 0», «2, 1>, <1, 1», 

«2, 1>, <2, 0», «2, 1>, <2, 1»> 

3- S 7 设』。{义队构成集合夕 （ l ) x 』 0 【3-4.⑶】 

解 {«}> W , K H } ^ 
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^(A) xA = {<0, a> f <0 f <{«}, <{«}, hy 3 

<{bh ay^ib}, by, bh «>, <K h } 3 b>) 

S ^ S » 设 A ， B ,0 是任意三个集合^则下式 成立： 

(2nB)x(Gni»i(2xoonUfxiO 

证明因力 ACiB^A, OOD^O 
故 {Af[B)K(Gr\B)^A^O 

同理可证 

所以 （盗 f!B)x 门 D)£(2xC0n (方 xi>) 

反之，若 <P, 0€(AxO)n(BxD) j m 

<a?j J_Xt? 八 <*, yy&By.D 

得到 

K^Sf\y^D^ x^ ： A(\B^y^Gr\7) 

^>€ (Af]B)K(GnD) 

所以 （』xo)ncBxD)e(2ns)x(<7ni>) 

综上情况有 

(Af)B)x(Qp{n)^(A^O)f)(B-xD) 

3- S 9 下列各式中哪些成立，哪些不成立，为什么 i 

h) U — B) x (O^D) = (AxC7)- (BxD) t 

o) (4©5)义(0©刀〕=(4乂<?)©(5:><1?) ; 

d) (A-B) ^0=(A%0)-(B^<0)^ 

e) (A®S)^G=U^O)@(B-xG) 0 【3~4.(3)】 

证明 a) 不成立。设 ▲=■{>}, 5 = ^}, 2) = {d} 

AUB^ia, b}, OUl> = {c f d} 

(A[JB)x(OVD) ^Ka, c>, ^ <K o}, <h 3 d>} 

但 A^G = {<a, o», BxD={<b J d>} 

故 (AxO) U(B^J))^{<a, c>, <h d>} 

即 (OIJD) ^(A^G)U (Bx D) 

b) 不成立。 设]、 {«〆}, 6}j G-= {o^ f} t 刀‘何 , 
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G-D={o t f} t 则有： 

(A-B)x c>, 

但 AxO-Ka, c>, {a, />, <e f c>, <6, /» 

BxD^={^a s <>, <b, dy} 

(4xC) —CBxD 卜 {<a, A />, <~ c>, <e t f>} 

即 {A-B) X (G-D)^{AxC)-(B^ D) 

o) 不成立。设』 ={a }， B-{b}^ G~-= {c} f 
b} ? €@^-{0, 办， 则有： 

01 ㊉ B) x (C@D) = {<«, c>, <a r d}, <6, c>, <h, ci>} 

AxC = {<(7^ {j», J?x7>={<6 J ti» 

={<«, c>, <6, d>} 

即 (A©8) x (C ㊉ D) ^(Ax.O)[J(BxD) 

d) 成立。 

因为（』 1 一 £)>;0 = {<6 v y\( x ^A-B)AyGG} 

所以 

{A-B) xG ^(xeA-B)ApGO 

^ i\p^O 

^ (x^Ahy^O {x&A 

A ；v G ^ A ?y ^ O') 

<=> ( 出 € AAp^ O) A 电 O') 

妗 UeAAp^Q)A r l(^fBA?/€G) 

yyeAy,GMx } p>^BxO 
?/>€ [(AxC7)-(5xO)] 

即 （丛一召） xO=(A>:G)-(BxC) 

e) 成立。因为 

(2© 』） xO=l(A-B) IJ C^-^-)] xO 

= l(A-m-xO^U UB-A.) >cCr\ 

- [(^ xO) — (CxCO] 

uraixo)-(^xo)] 

^(AkO)@{B xO) 




3^80 证明若 则【 3-4. (4 )】 

证明设任意 $€ 叉，则 <%0>€XxX, 即 ^>erxF, 
所以 xer 。 

同理可证 rgj ：。 

故 . x«r 

S-61 证明若 且 1 螓 0 ,则 r = z 0 

【士也 (5 )】 

证明若 r^0, 则 ix ： r=0, 故 xxz=0, 即么 =0, 
所以 . 

若 1^0, 设任意 3^5% 因为令 agx, 则 y>e 
即 < 〜 必 eixi 故代么，所以 : rsz 。 

同理可证幺 £}% 即万。 

^«2证明 

AkB = BxA^(A = 0) V(B=0)V(A—B) o 

证明 必要性若盈 >^ = Bx 笔则 

1) 当时，（义 = 0)VOB = 0); 

2) 当崖 x 刀乒 0 时，任取命， y>^ A xB y 必有 
<% 沒〉 € 召故洛€且八发由 沁的任 
意性， m& A^BAB^A, 得到 2 鳴 

所以 AxB^BxA^(A^0)V(£=-0)V(A^B) 

充分性，若 (A^0)y(B^0)V(A^B) j m 

1) 当盔孕 5 时 ,2 = 0, £ 乒 0 ，有 ixJ5=5x4* 

A^=0 r B = 0j ^ A xB x A 0 

2) 当 ^ = B 时， 

所以 （乂 = 0) VCB-0) V(4 = 5) 4 

HB 若卢 0, 求证： 

(if) 方 ） x (Af] B) = (AyA)(\ (B 乂 B) 

-{A>^B}f\{BxA) 

证明对任意 
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<% yye(A(V3)x(Af]B) 

衫 （<A A«^ y>G BxU) 

^<x^y^(A^<A)(UBxB) 

所以 （2门方） x (Af\B)^(A xA) n (BxB) 

乂对任意 

<% ^>6 (』n^) x(Af|£) 

^>(x^Ar\B)A(^eAf\B) 

分 {me A i\ y e m f\ we Bhy& ▲) 

^=> «^ py^A^cB) 

A y'y^B'x.A) 

V>&(AxB) fl iBxA) 

所以 （2 n 月 ）x (2 niO = (ax 万） n cs xi) 

3-64 若 jfl 方关 0, 求证： 

1) (AUB)x(AnB)^(AxA) U (^xS) ; 

2> uns>x (^u^eux^u^KiJ),, 

证明 

1) 《>€ (AUB)x(ADB) 

^(x^A\JB)MyeAf]B) 

y {^B/\y^A/\yeB) 

=^> (<c^A/\y^.S) 

V(p€BAy^ B) 

^ C<^> 0€AxA) 

V(<x y>eBxB\ 

所以 {AUB)x(AnB)^(AxA)\J (BxB) 


2) 沁 S ( A (] B )> c ( A \ JB ) 

与 (^ GAf \ B ) A ( yeAUB ). 

^ (a ： e^n-B) a c^e^Lv^gB) 

^((^ Af ) B ) Ap € A ) 

*=> ( a = € Aj \^/ 它 A ) 

M {^ BSyeB ) 

A«^ py^BxB) 

今 vy € ( A > aA)\J ( Bx 5) 

所以 ( Af ] B ) y <( A [ JB )^( AKA ) (J (5 xB ) 

3-B5 列出所有从： £： = {«, 6,4 到 F = W 的关系。 

【3-5 .⑴】 

解 z t - «u f S» z^Kh 5>} 

Z s = i<o, S » s\ <b f S » 

S>, <0^ S» & = {<&, S>, <C/ S» 

s >, s >, < c ^ s » 

S -66 在一个有 n 个元素的集合上，可以有多少种不苘的关 
系。 【3-8 . (2)】 

解 因为在 X 中的任何二元羌系都是 ZxX 的子集，而 
X x X = X s 中共有 W 个元素，取0个到 V 个元素？共可组成穸 
个予集，即 | 妒 ( XxJQ 卜 W 。 

故在你个元素集合上，共有萝个不同的关系。 

_ 

3-«7设篮={6:00, 6:30, 7:00, ...9:30 y 10:00} 表示在晚 
上每隔半小时的九个时刻的集合，设£= {3, 12, 15, 17} 表示本地 
四个电视频道的集合，设和是从2到刀的两个二元关系^ 
对于兀关系只1，丑义 " B ：! U R ± R 月 1 ㊉ 万3和— 可分 
别得出怎样的解释 a ^ 【3- 5. (3)】 

解 刀 表示在晚上九个时刻和四个电视频道所组成的电 
视节目表 o 



烏和分别是 AxB 的两个子集，例如表汞音乐节 S 播 
出的时间表,是戏曲节目的播出时间表、则表示音乐或 
戢曲节目的播出时间表,表示音乐和戏曲一起播出的时间 
表，戽©札表示音乐节目表以及戏曲节 S 表，但不是音乐和戏曲 
一起的节目表，爲一爲表示不是戏曲时间的音乐节目时间表。 

心68设 i 表示关系“小于或等于 表承“ 整除”哭系， i 和 
刀均定义于 {1, I 3, 6}，分别写出 t 和 D 的所有元素并求出 

iim [3-6 .⑷】 

解 L ={< i J 2>, <1, 3>, <1, 6>, <2, 3>, <2, 6>, 6>, 

<1, 1>, <2^ 2>, <3, 3>, <6, 6>} 

D ^{<1 3 2> 5 <1 3 3>, <1, 6>, <2, 6>, <3 7 6>, 

<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <6, 6» 

Lf \ n ={< l J 1>, <2, 2>, <3, 3>, <6, 6>, <1, 2>, 

<1, 3>, <1, 6>, <2, 6>, <3, 6>} 

3-69 对下列每一式，给出乂上的二元关系，试给出关 系图： 

a ) {<忠，必丨 0 <$八 5 ^礼这里 J ={0, L 2, 3, 4} ; 

b ) 且 a ; 除尽女 }, 这里 
n ^ lO }； 

0 ) {<^ 办|0<忠一汉<3},这里 A ={0, 軋2,艮 4}; 

{<〜 沁卜 和没是互质的 h 这里』=悅3, 4, 5, 6> 0 

【3-5.(5)】 

解 a ) 0>, <0 ? 1>, <0, 2>, <0, 3>, <1, 0>, 

< 1 , 1 >, < 1 , 2 >, < 1 , 3 >, < 2 , 0 >, < 2 , 1 >, 

<2, 2>, <2, 3>, <3, 0>, <3, 1>, <3, 2>, 

<3, S>, <4, 0>, <4, 1>, <4, 2>, <4, 3» 

b ) ii ={<4 0>，<2, 2>，<2, 4 X <2』阶 <3, 0>, 

汍3>, <3, 6>, <4, 0>, <4, 4乂 <5, 0>, 

<5, 5>, <1 0>，<6, 6乂 < T , 0>, <7, 7» 

0) H ={<0 7 0>, <1, 0>, <2, 0>, <1, IX <2, 1>, <2, 2>, 

<3, 1>,<3, 2 > t <4, 2>, <3, 3>, <4, 3> } <4, 4>} 
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d ) 3>, <3, 2>, <2, 5>， <5, 2>, <3, 6>, 

<4, B >, <5, 4>, <3, 3>, <5, 6>, <6, 6» 

其图如图 3-6 所示。 

3-70 对仇 i, 2, 3 』 4, 5, 6 } 上的二元关系， 

{<^於是质数 } 写出关系矩阵 & 13^. (6)3 

解 ^={<0, !>, <0, 2>, <0, 3>, <0, 4>, <0, 5>, 

<0, 6>, <1> 2>, <1, 3>, <1, 4>, <1, 5>, 

<1, 6>, <2, 3>, ^<2, 4>, <2, 5>, <2, 6>, 

<3, 4>, <3, 5 > f <3, 6>, <4, 6>, <4, 6>, 
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<5, 6>, <2, 0>, <2, i>, <2, 2>, <3, 0>, 

<3, 1>, <3, 2>, <3, S>, <5, 0>, <5, 1>, 

<5, 2>, <5, 3>, <5, 4>, <5, 5» 

其关系矩阵为： 


M P 


0 111111 

0 0 11111 

♦ I 

1111111 

111X1X1 

o o o o o i 1 

1111111 
0 0 0 0 0 0 0 


3-71 设 J>«1, 2 〉， <2, 4 〉， <3, 3 >} 和 3\ <2, 

4>, <4, 2», 找出 JPU A PflQ, domP, domQ s ranP, ran Q, 
domOPflQ), ran(mQ)o [3-6 ( (7)] 

解 PUQ={<1, 2>, <.t, 3>, <2, 4>, <3, 3>, <4 ； 2» 
PnQ=«2, 4» 

domP-={l J 2, 3}, domQ={l J 2, 4} 
ranP = {2 J S J 4}, ran{2, 3, 4} 
dom (P PI Q) -= {2}，ran (_P f| Q) = {4} 

3-72 证明集合 2 是一个关系，当且仅当： 

AEdom A x ran A [3-6. (8)] 


证明 设 〈A yy 则 $£ dom 為所以 

〈企 ，py S dom A X ran 

即 ^4 ^dom A y, ran A 

反之，设 ACdoin ^ xran ^ 因为 dom A X ran A 为序偁的集 
合，故 2 也必是序偶的集合 3 即 d 是一个关系。 

3^73分析集合4= {1, & 3} 上的下述五个关系； 

⑴ J >, 0, 2>, <1, 3>, <3, 3»； 

(2) 1>, <1, <2, 1>, <2, 2>, <3, 3>h 

(3) T = {<1, 1>, <1, 2>, <2, 2>, <2, 3»； 


• t01, 

♦ 


(4) 0 =空 关系； 

(5) 全域关系。 

判断2中的上述关系是否为 a ) 自反的， b > 对称的，<0可传 
递的， d ) 反对称的。 13-6. (1)1 

解 （1) B 是可传递的 Q 

(2) £?是自反，对称和可传递的。 

(3) T 关于 a ), c )， d ) 都不成立。 1 

(4) 空关系可定义为自反，对称，和可传递的。 

(5) 全域关系是自反、对称和可传递的。 

3 74 给定 4}/ 考虑4上的关系戽若 
{< J , 3>, a 4>，<2, 8>，<2, 4>, <3, 4» 0 

a ) 在 2 x 4 的坐标图上标出; H , 并绘出它的关系图 f 

b ) B 是 （ i ) 自反的， （ ii ) 对称的， （ m ) 诃传递的， （ iv ) 反对 

称的吗？ [3 6.(2)] 

解 a ) 见匣&7。 

b ) 五是可传递和反对称的，但不是自反和对称的。 



(b) 


留 ㈠ 

8-75 举出 2 = 3} 上关系£的例子，使其具有下述性 

质： 

a ) 既是对称的，义是反对称的； 

b ) _ R 既不是对称的，又不是反对 称的； 

c ) 丑是可传递的。 [3^6,(3)】 

解 a ) R-{<± 3 1>, <2, 2>, <3, 3» 
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b) ^-{<1, 2>, <2, 1>, <2, 3>} 

c) ^ = {<1, 2>, <2, 1>, <1, !>, <2, 2>, <3, 3» 

3-76 举出一个集合，在上面定义出一个关系,分别适合于自 
反性,对称性，传递性中的两个且仅适合两个。 

解 设2 = {化九4, 定义： 

1) 恥={<七岭}，则苽为对称和传递的，但拓不是自反的， 

因为〈匕辛丑 L, 牵 iiiD 

2) = ay f < J > } by , <a, o), <«, fe», 则尨为自反和传 

递的，但无对称性，因为<% 6>€丑但汍 A 牵凡 

3) ^ = {<(2, ay } <6, 6>, <c 7 c>, by , <fc, a} f <fl, c>, 

<o, 心; K 则丑 & 具有自反性和对称性，但无传递性。例如 
H/\<a, c>e 尽但 <& ， o>^£ 0 - 

3-77 如果关系月和汉是自反的，对称的和可传递的，证明 
^□«也是自反、对称初可传递的 Q 【3-6,(4)】 

证明设及和沒是工上的自反关系。 

1) 对任意有<%疋>£丑和<%岭 e 兄所以<% ^>6 
ehs , 即 iins 在 x 上是自反的 D 

2) 对任意 双〉 GBH 虼 有 y > eiMO , 3/> e & 因为 
■ B 和占是对称的，故必有也❼ Gii 八化 締日扎 即也吟€ 
Ji n 乂所以 iJ n fif 在 x 上是对称的。 

3) 对任意则有 

<忠， v > esh ^ 心€五八<^ ^>es 

因为 Ji 和汉是传递的，故得心€马<4心即<%^€ 
及 所以丑 ns 在工上是传递的。 

3 78给定 4} 和 S 上关系： 

i2^{<l, 2>, <4, 3>, <2, 2>, <2, 1>, <3, 1» 

说明 JJ 是不可传递的，找出关系使得苑是可传递的，还能 
找出另一个尾也是可传递的吗？ [3-6. (5)] 

解 1) 因为 <七3>€足 <3, 1> S 足但 < 4 , 1>牵足故 S 不 
是可传递的。 . 


2) 作 ^ = {<1, 2>, <4, 3>, <2, 2>, <2, 1>, <3, 1>, 

<4, 1>, <1, 1>, <3, 2>, <4, 2>} 

则及是可传递的，且私 

3) 作 S a = i ?, U { <3, 3» ^ {<1, 2>, <4, S >, <2, 2>, <2,1>, 

<3, IX <4, 1>, <1 7 1>, <3, 2>, <4, 2>, <3, S » 

故尾且私是可传递的。 

3- TO 设 B 是集合 X 上的一个自反关系, 求证： 丑是对称和 
传递的，当且仅当<% i > 和<«， 心在 ii 之中， 并有： 

<6, c > ei £ 【没名.⑹】 

证明设5是集合 X 上的一个自反关系，如果 ii 是叉上对 
称和传递的,则当任意七\ aex , 若有 

6> G - BA cy & R , 

则 <&, ayeE/\<a, c>€iJ. : 

放得 <6, c>^R 

反之，若<% byen , c >^ R f 必有 <&,. 心 eA 则对任意 
^ 若 <4 &>€五(因 < a , d > 得到 ◊, a > G 足故五是 

对称的。 ■ ^ 

若 6>€ BA <5, 心则 <&, a >€ BA <6, c >€ 尾所以 
<化尽即5是可传递的 。 

心《)设禺和 岛为』 到 S 上的二元关系，则 

a ) 0^ = 0； 

b ) JiiEii a ^ Je 5 M 0 

证明0 0° = {<^女>|<^怎>€0}，因<3^>€0为偃 / 所以 

0°-0 

b ) 设馬^8 3 ，则 

^ ^ K^t vy € R± yy £ R a £ _Sg 

所以 苽 £ 苽 

3- B 1 设烏和是 Z 上任意关系，说明以下命题的真假并 
予以证明： 

a ) 若私和私是自反的，则玛。凡也是自反的； 


b ) 若岛和 札是反 自反的，则也是反自反的； 

c ) 若恥和远是对称的，则也是对 称的； 

' d) 若及和尿是传递的，则免。凡也是传递的。【3-7.⑴】 
证明对任意《€隼设札和鳥是自反的 ，则 

«> S ®>€^3 

所以 ， 心€昆。風，即也是自反的 a 
^ 1>)假。例如 :设益 &}, 有 

P ^-{< a , 6» 与 怂 = {<&, a>} 

抝和均都是反自反。但昆。馬={<七 0L 所以足。馬在』上 
不是反自反的。 

c) 假。侧如 : 设2={仏6, c}, 有 
说 = {<〜&>, <~ a>, <c, ◊}， ^={<&j c>, < c , by } 

足与私是对称的，但 ' 

- c>, <^ 6» 

所以，禺。迄不是对称的。 ^ 

^)假。例 如:设 乂 eV 有 
Bi={<^ &>, <&, e>, <«, c», ^-{<6, a>, <c, a}, <&, «» 

則及，及都是传递的 ^ 但 

iiioJJ a ={<^ c>j <«, oX <6, o» 

所以， 及 。私不是传递的。 

8^8S 证明若 S 为集合X上的二元 关系： 

a) 占是 抟递的，当且仅当0»。汉） QS; 

b) 5是自反的，当且仅当八 

c) 证明定理 H3Cb) (即 S 是反对称的，当且仅当杏 H 炉 G 

I^)o 【只 .⑻1 

证明设汾为衿逄的，若〈％心6及。4则存在某个 
X ,使得 <〜 V > e 艮旦0€义 

若 s 是传递的，所以心汉。 

反之，设 假定么 且 k z > GS t 则 
s <> s Q 因为心 故 ◊ es, 得到及是传递的。 
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b > 设泠是自皮的，令<%於耘;则$=岁。但％心 es , 
因此〈％ 必=<^ ^>& s r ni ^ s . }; 

反之 , 令 设任意 f (% ^ SIx , Sfc 疋〉 因 

此 s 是自反的。 ..' , : 

c ) 设； s 是反对称的。侮定妒，则 

穿〉 eys 八<达, 沒〉 €纪今 

因为只是反对称的，故 & = A 所以<% ^> - <^ a >€ ljr , 即 

♦ ♦ ♦ • 

s n s c ^ixo 

. 

反之，.若 pn 妒设 <% y > es , 且如吟€这,則 '」 

< p ， v >^ Bh <® ^ ^> es c ^ <^ 穿> g sn 设4 w 穿 > eij 
故疋=仏即 ys 是反对称的。 .. 

3^3设； S 是工上的二元关系，证明： 

a ) 况是反自反的，当且仅当乃|1及二0; ; 

b) S 是对称的，輿且仅当#=^。 

证明 a ) 设 S 是反自反的特 （V^OOtGJT— <必，◊法 S 乂但 

♦ ♦ ♦ ♦ 

对所有故对所有汉八 

f 飞 ♦ ♦ I 

心， 即汶 nii=0。 . ^ ' 

b) 设汉是对称的，则有： , 

(V 这 )(V 梦 ) (x&XAy&XA^yyeS^^wyGS) 

<=> (Vos) (V^) Qodt \ y € 叉 ！\<^h tf>€ 汉 一^ <4 y > € S°) 
衿汶 &s° 

s 

同理可证 S 是对称的玲妒 s 汶。 

综上 5 是对称的， iff 炉。 .w. 

『 3-8# 设石为 X上的关系,-证明若沒是自反科传逮的，则 
5。£?=&某逆为 真吗？ J 【3-7. (3)】 

证明:若芦是 Z 上侍递关系，由习题 3 r 82(a) 可知 S 也8參 

令<% 根据自反性，必有<% 吟 戸，此有 y >^ S $ 

即 得到 ^ . ,： . 

. S^SoS 

这个定理的逆不真。例郏尤=认' 2 , 3>, *?-{<!, 2>, <2, 2>„ 
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<1, 1»,尽 。汶 =4 怛 S 不是自反的 D 

3-85 设;？为 z 到: r 的关系， r 为 r 到 Z 的关系，对于 

盃 gx , 定义汉(2)={女|<怎， y > e 汉八浓 ez }。 证明： 

在） S ( X ) Q ] T ; 

b ) ( S ^ T )( A )= T (8( A ))； 

c) S ( A { jB )^8( A )[) S ( B) i 

d) 6^ ns)s9(i)ns(5 )。 t3-7 .⑷】 

证明 a ) 设 

^ GS(Ay =^ (3^) V > G ^> 

(3^) ( x & x /\ yy ^ s ) 

所以 s ( A)^r 

b ) 设 

ss€ (SoT) (A) ^xeAKp^Yt^ZK^x, ^/>GSA<j/ r ^>£T 

^ ze ^( S ( A )) 

所以 (S-T) (A)=T(S(A)) 

c ) 设 

v esxA u b ) ♦> (<a es ) 八 (> e z u 刀） 

1 玲少 S«(2) 玲穿 €S04)U 各 (s) 

所以 S ( AUS )^ S ( A ) US ( S ) ■ 

d ) 设 

v y ^ s )^^ eA ns ) 

^ 汉〉 SS) A {^&A)h(x &B) 

^ C <^ S ^> eSA «； e ^) A «^ ^>€^ AiGS ). 
^ p ^ SCA )^^ S ( B ) 

^ v €( S ( A ) HS ( B )) 

所以 S ( Af ) B )^ S ( A ) f \8( B ) ； 

3^86 i ? 是』上的一个二元关系，如果 _ S 是自反的，则 ；一 
定是自反的吗？如果 B 是对称的，则及一定是对称吗？ 如果丑 
是传递的，贤一定是传递吗? 【3々，(5)】 
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证明 a) 若及 是自反的 / 则对听有 ae 冼有岭€尽故 

< 边， 即淤是自反的。 - 

lb) 若 B 是对称的，则 B-iP ， 所以眾也是对称的。 
c) 若月是传递的，则对所有怎 ue 沭若化 py^sTA 
必有 .… 

<2/, ®>€-HA<2 !； y> G R=^ <^ y gS 

故 # 是传递的 ^ , 

3 - «7 设忍为集合 X 上的二元关系, JJ 在 Z 上是反 传递玲 
(V®) (VV) (Vs:) (x^ ： Xt\y g X }\^&X/\mB^KvR^ H C^)), 
试证 ii 是反传递的 r 当且仅当 （^ Ji)fUJ = 0。 [3- T ,(6)] 

证明设 ii 是反传递的，设有 <6 0€只。丑，则必有某个穿 S 
X ， 使得心 G 丑。因为 B 是反传递，故必有 
< as , 办牵 R , 所以 

(RoR) nfl=0 

反之，设 os 。 丑） ni ?=0, 令 <怎， y >^ Jtr \<^ 冷6瓦则 
< x ，沉 腿。 由(及。抝门及一0,所以<>,岭牟&即 s 为反传 
递的。 .' , :. 

S-B8 如果 B 悬反对称关系 / 则在 iifli ? 0 的关 系矩眸中有多 
少非零值 。.: 【 3-7.07 )】 

解如果及是反对称关系，则在忑门及的关系矩阵中.只有对 
角线上有非零值。如果 iS 又是反自反的，则对角线上也无非零值。 
3^89 设尽 & T 为蓽合 X 上的关系，试证： 

R^SUT^-RSURoT, . 【 3 - 7 .( 8 )】 

证明 . 设％ d 《 cy€Mo(S\JT ) f 当且仅当存在某个 
tez , 使得 <« ， b>GM/\<b t d>^SUT f 即是： 

(36) 6>e^A<6, ey&SUT) 

^ (36) «a, &>G 及八 （<\ 0>esv<&, C>£T)) . 「 

^,B&)(«^- €J2A<6, e>€^)V«^ 6 >€ 及 

' A<P t g> €!T)) i, 

d>^Ito8\/<a, cy^SoT^^ 

♦ ,♦ 


胃 ifia« 



所以 R<=(S\JT)=E^S\JS^T 

3^0 设坨为 A 到 B 的关系， J4 和馬是 5 到 O 的关系 , 
则： 

= 及 1_ 。丑 3 u 只 3 °-Ss ； 

t>) 及 _° ( 五 3 n 私 ） n 
c) 在式 fc) 中，能用 “=” 代替 “e” 吗？ 

证明 a) 设 〈心 妗 € 免。 ( 私 11 尽）则必存在某个 i«€5 , 使 
得 

〈〜 by £ i?i a S ^2 U 

但 

(36) [ 〈 a，&>G 丑 i 八 £ ^3 U -^4] 

(3i) Ka ? & >€^iA «^ c>G 私 V<& ， c^^Rb)! 

^ Ob) [(<〜 &>e^iA<6, c>€i^)V«^ &>€At 

八 c > € 及 3)] 

<=> ({a 7 oy V (<^j <?>€ 乳。私） 

所以 (i?^ IJ iig) 

b ) 设 < 〜 <?>6 及。 ( 尾门戍 ) ，则必存在&€及使得 

〈(£』^ fl -fia 

因为 

(3fc) t 〈 a, i> G -^iA o) G -Ra0 -Bs] 

^ (3&) E^j V) d f\ {^ ， <^> G^ 2 A 心 

㈡ （ 3 &)[(<七 八 Os c> e j?,) a«^ ^>ei*x 

八〈 3, G ^s)] 

(3&) K«j 6>€-RaAK&j c 〉 G_RJ 
A(36)[<% 6>€i^A<^ 

e> A<«j c?> 

戶 <tt, c^> ^ i?i o i?a 0 -Ri°^a 

即 <,a 7 c> S ^i° (Ra H -Sr) <Ca, ey £ f| 

所以 (i?^p f| 
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c) 在式 b> 中 ，不能用 “w’ 代替 “Q' 

例 如:埤 万。 { 1 , 2 , 3 }, a- {c} 

jji-{<^ i>, <^ ij 3 -{<2, cy ? <3, oyy, i^={<i, c>} 

I 

_z?i 。 (j^ n ^?s) = 0 ， R±. a Rs. n ={ 〈 t®, c 〉} ， 

所以 jSj,° (^3 fl -Ra) ^ M ±° R ^ 

m 设 2 为具有个元素，的有限隼， i; 是2上的关系，则 
必存在 S 和:V 使得及且 0^ s < j <2 ^ o 

证明因为益上的每个关系五都是么 xi 的子氣而』 X』 

• ♦ 

共有 W 个元素，故有，^个子集，即在 i 上有个不同的关系 
但是妒， …， 及，有沪+ 1项，故在4上必有两项及= 
及，且 0<s<i<2 w， 成立。 ， 

M2 根据图^8中的有向图，写也邻接矩阵和关系及并求 
出 B 的自 反闭包和对称闭包。 .13^8. ⑴】 

110 

解 M s ; 0 0 1 

0 1 0 

I 

^ = «>, <〜*>, <1 c >, < Cj 5» 

r(ii) =M\JI.y 

' vi _ _ 

- 6>, cy, <^ 7 b}, <&, oy r <p } R» 

s(^) ^R\jR > = {<fi ? a} ? <^ b> 7 <A_, d} } <b ? <;>, <c y i>} 
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3-93 设集合乂《{1 k e, d} 上关系 

Ji = {<a, by f <&, ay^ <^ e>, <c^ <^>} 

a ) 用矩阵运算和作图方法求出 i ? 的自反、对称、传递闭包 ;; . 

b) 用 Warsl^uL [箅痒，求出 i； 的传递闳每： [3-S , (2)] 


^ t 和，， 


解 a) 


M 


0 1 0 0 
10 10 
0 0 0 1 


0 0 0 0 

■ R 的关系图如图 3-9 所示。 


Mi a 


0 


0 0 


1 0 1 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 


0 


0 

0 


0 


0 0 
0 0 
1 0 


0 0 0 1 


1 


0 0 


1110 
0 0 11 
0 0 0 1 
4 ■⑻ <6, 

<6, c>, <c, e>, 必， <fj, 而 } ( 图 3-10(a)> 


^ M 


0 10() 
1 0 1 0 
0 0 0 1 . 
0 0 0 0 
0 10 0 
1 0 1 0 
0 10 1 
0 0 10 


0 10 0] 
10 0 0 
0 10 0 
0 0 丄 0 




Cb) 

国 6-1C 
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所以 


s(K)=B\]R 2 -Ka r V> ? <b r «>, <h T c >, <o, b\ 

< o , d >, « c >} (见图 S -100>)) 


Ms* =» Mjt = 





0 1 0 0 
1 0 1 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
10 10 
0 10 1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
1 0 1 0 
0 10 1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 1 0 1 
10 10 
0 0 0 0 
0 Q 0 0 
0 10 1 
1 0 1 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 


0 10 0 
1 0 1 0 
o o o i 
0 0 0 0 


0 10 0 
1 0 1 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 


0 10 0 
10 10 
0 0 0 1 
0 0 0 0 


1 0 1 0 
0 1 0 1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 




1111 
1111 
0 0 0 1 
0 0 0 0 



b) 



0 10 
0 0 1 
0 0 0 


PI) A [2, 1] 


i , 将第一行加到第二行得 

0 1 0 0 


Az ^ 


1110 
0 0 0 1 


i-2, All, 2} 
上得到 


0 0 0 0 

A 12 , 2]=1,将第二行加到第一行及第二行 


A：-= 


1110 
1110 
0 0 0 1 
0 0 0 0 


Al± J 3]-^.[2, 将第三行加到第一行及第二行 


得到 


A: 


1111 
1111 
0 0 0 1 
0 0 0 0 


i = ^ All, 42 
第二,第三行得到 


幻=1,将第四行加到第二 


A: 


1111 
1111 
0 0 0 1 
0 0 0 0 


a >, <05, &>，<&, 

<b } h> t <6, o>, <b t d}, < C? d>} ( 见罔 3M0 ㈤ ） 
3-94 归纳出用矩阵和作图方法求出自反〔对称、 传递) 倒包 
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的一般方法。 ； [3-8. ⑻】 

解设有1 = ，队}上关系叹其关系矩阵为 

关系图为 <S^ D 如果來召的自反闭包 r(_B ), 在中，只需将其 
对角线上的元素都改为 H , 即在中使知=1, l < i < n Q 在关系 
图仅尺上只需对每个结点画上自回路。 

对于求 B 的对称闭包 s(JJ)， 在关系矩阵中，若有叫 一1, 
则可添加^ = 1,在关系图上，只要对任意两个结点间有连线， 
可使该两结点添加为双向线。 

对于求 ii 的传递闭包,矩阵可利用 Marshall 算法，求得 
传递闭包的矩阵，其算 法为： 

(1) 置新矩阵=1; 

( 2 ) 置 i:— 

(3) 对所有么如果=1,则对2, +' 〜有 
⑷么加 1; 

(5) 如果纟则转到歩骤 (3), 否则停止。 

对于关系图 <? K , 可自某一结点开始，逐点检查,若有三个结点 
〜〜办满足 而〉 S 足 <而，则可连结;^ 与而。 这样 
对所冇邻接边都逐对检査,直至结束。 

3-96 设 B 是有限集1：上的一个二元关系， 定义： 

i£ + =i?UiJ 3 ll … U 丑 n U 〜 

证明 a ) 对于任意工上的二元关系及则 JJ + 是传 遂的； 

b) 若有X 上 其他传递关系 P ， 使得则必有 i? + eP ; 

c) 五 + 就是内容提要8中所说的传递闭包。 【3-8.(4)】 

证明 a ) 设①，对任意 <% p > en + , 

必存在正整数 s 和 l 使◊；，穿>€及/\<^即有 o , 心 e 
b s oh ^ r ^\ 但及 ㈠ cs + ) 所以 a oes ' 故把为传递的。 

b ) 对任意<% 办 必有某个正整数\使得 <4夕>£邳， 
即存在 Zi，k …， li, 見有 <? 1? 16 GR ， …， 

i/>€ 丑。因力 故有 〈a?，?i^6Pj ^}if 女〉€ 
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荩由尸的传递性，得到 <6 狀？， 所以 B ^ P 0 

c ) 按假设及由 a ), b ) 证明了把是包含 i ； 的最小传 
递关系，故他就是内容提要8中的传递闭包。 

3 96 设及为有限集尤上的传递关系，证明：（及) + =-及。 

证明题设中的08°广=((允)，设任袁如果 
o , hy ^ spMb , 心 sbv 则 心 eii , < c , i > es 。 因为及是 
传递的，故所以冷£贤 5 即及是 I 上传递关系， 
由定理 34. k ), 得到 

3-97 试证: . a ) 若 iJ 是自反的，则 sCB ) 和 是自反的； 
b ) 若 S 是对称的，则 r ( JJ ) 和 （(£) 是对称的； ■ 

«) 若丑是传递的，则 r ( i ；) 是传递的。 

证明 a ) 设五是 I 上的自反关系，因此 he 尾由 s ( B ) 定 
义， s ( S )2 尽故 sCS )3： G 。， 对 所有托 X ,有<%岭 e : J 々 得到 

即 <_ R ) 是 Z 上的自反关系。 

同理，对任意<4沈>€丑。因为 K 五）=丑1]把1)，…， 
故必有 <' 即 #( B ) 是 Z 上自反关系。 

b ) 设 JS 是 X 上对称关系，对任意若有<%必 S 

则 <七 ^>£ iJV <^ 穿〉 即 

• I ♦ 

故 r ( B > 在 I 上是对称的。 . 

又，如果<%办 e ^ GR )^ iiUS a UJJ 3 U …，则必存在某个 S , 
使得化故有序列 H +_•， Li 使得 

因为丑是对称的，故有 

r 

♦ ♦ 

得到念 ，岭 si ?。 即(助，所以 k 功在 x 上是对称 
的 。 

c ) 因为由定理3-心1， B 传递当且仅当 i ( ii )= B 。 故要证’ 
K 及)为传递，只需证得 ^( R ) - r ( E)i 


0 为 =lJ(iJU^) i 

由归纳法可证 

(n\n.y=\j^ 

j=o 

故， 

^(B)-= lju ^-= 0 及 ⑴（功 

i^l /-0 i^O i^l 

即 i ^ r ^ R ) = r ( S ) 

3 - 98 设禺和馬是集合』上的关系，且馬 2 馬，求证： 

a) r(-Ei)3^r(iia) ; 

b ) ’ ' 

c) t ( Ri )3 t ( S 2 ) 0 [3-8-(5)] 

♦ ♦ 

证明 a) 因为成3私，故 BiUA3 私 LI 即 

r(Ri)3r(R s ) 

b> 因为 <埯)对称，且 8(拟 艮二息，故 

由 s(iy 的定义〆私)是包含沁的最小对称关系，故 

s(Rx)^ S (Jt,) 

c ) 因为 <禺)传通，且但及3此，故 
因包含^4的最小传递关系，所以 、 

亡 C^i) 3t (iJa) 

3-99 证明定理3~&6的 c)。 ■ 【31⑹】 

证明设 Z 是集合；丑 是叉 上的二元关系，则 

ts(S)3st(R)) 

因为8(及）3(私)，旦裉据对称闭包 
定义, sCH)3_B， 故 

ts(E)3t(S), sts(M) 

由 s (抝对称，以及习题 3-97 V)可知反 (ii) 是对称的，再由定 
理 3-8.1 得到 

sts (M) = t$ (S) 
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所以 is st ( B ) 

3-100 设迅 和岛是 4 上的关系，征明 ， 

a) ^(i?iUi?a) =^(^1) U^C^a )； 

b) s (Jli U Ji ^) = s (-Bi) U s (馬) ； 

c) .K 馬 U 私）3(及1)1^(尾)。 【3-8.(7)1 

♦ • 

证朗 

a) ^(iiiU^a) to iiiU -Tz^SiU^U-^aU ^ 

(坧） Ur (尾）： 

b) .s (成 U 爲） = ( RiU^id U (^i U 也 )° 匕 - 

。（怂 UiS)U( 凡 Ui^) 

=«(-Si) Us(^). 

_ ♦ 

c) 因为 iJiU 風由习题 3-9 S , 则 

:叫叫 )3C8i) 

同理 

3^101 设丑是集合 4 上的一个任意关系，证明下列各式： 

a) (ijt 广 = 丑 +; 

b) Rojr t = B + = R t oR . 

c) (Jfr = B*(JT = ir ( 丑)〕。 . 入【士七.⑻】 

证明 a) (JS + ) + ^i(K^)), 因为: K；8) 是传递的，根据定琿 

3-8.1』 KK 丑 )） 4(丑)，即(月 +) + = 扩。 

• ♦ * 

b) （fr(ii)) (吞 )） =?丑。0(丑） UD 

♦ ♦ 

-iJoiC/i) u R ^ Ia ^ JIo -0 & i ) It 

音； 1 

^ 4 ^ ^ • I s 

-u ffui2=U^=KB) 

“2 !■»! ) 

• * ■ 

同理可证 M + 、 

c) 因为以五)是自反的，由习题 3- OTei ), k(ii) 是自反的，根 
据定理 3-8.1, rk (只 ）=W(iJ 乂即矿(记）=刃' 但兄传递的，故 
K 足） =ii% 即 tr{in = R \ 所以， 
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於•細 3-11 麂杀_疯嵌竽，称其为忐足 G 力。住 
取其中两颗骰子 ® 和女投掷，若江的点数大于3/的点数/则称为 
、胜于 
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图 3-U 


a ) 对每一对般子$和 L 计#‘ V 胜于 f 的概率，用二维数组 
表示这些结果，便得数组的填入值正好是概率。 

设丑是集合 { A 乾 G 上的二元关系, A 定义如下； 

ix > Ry ^ x 打败梦的概率太于1/2。 

b ) 给出的关系图和关系表达式。 

c ) 找出 i ? 的传递闭包。 

出关系 JJ 是_传 递吗？ 

e ) 假定有人提出下面的游戏办法：让你先从 
中任选二顆骰子，在你选定后，他从剩下的三颗骰子中选一颗骰 
子,然后投掷这两颗骰子，点数大的人得胜 ，输者 要向贏者付钱，问 
这个游戏办法,你是否能接受？为什么？ 

解过)设任換两颗骰子如牟艮投掷启将2的点数 a ； 和 S 
的点数梦作成点数序偁<%办，若在 <6办中有 ct > i /则称此点数 
序偶为胜数序偶。因为投掷丑两顆骰子，共有36个点数序 
偶，其中 24 个为胜数序偶，故2胜于刀的概率为，34/36=2/3,, 
类似这样的方法，可得每対骰子的“胜于”概率（表3-1)。在表中位 
于第6行和第 j 列的值,是第 S 顆骰子胜于第:/颗骰子的概荜。 
b ) 从表 3-1 中看出，概率大于 JL / S 共有5项： 

. sy, o>, <o, <p, 2>>, <a A^y 

关系图如图 3-12 所示。 
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C ) 由 Warshall 算法得 w 为 

汉 ={為氧上的全域关系，即这。 

d ) i ? 不是传 i 的。 因为 <K eyes ， <€f, 』>e 足但 
< B r 牵足故 五 不長传递的。 

o ) 所提游戏办法不能 接受/ 因为从 a ) 所列表 3- i 中，可以 
看出在任意 i 行,都能找到一个 j ， 使该项的概率为2/3,故不论你 
选那颗骰子，你的对手必可选出一颗骰子，使胜你的概率为 V 3。 

3-103 设 S 为集合 J 上的反对称关系，则—定是反对 
称吗？ ^ 

证明/设 ; 丑为豈上反对称关系，随 K 抝在』 上不一萣是反 
对称的，例如:设. ( 

♦ 

I 

\ d } 

6>，仇 c >， 屯 <足心} 

则及的传逯闭包 

. ： 1 ! 

by, <5, c>, < Cj d>, id t ay, c>, <p > a> t 
e > ? < fi ? < d f by , < c , by ? <6, a> r 
ay , < fi , by , <?> J d )} 

在本例中，是反对称的，但是 i ( i ?) 是对称的。 

• I ♦ p I ♦ 

3-1M 4 + 元素的集合共有多少不同的划分。【3- 9 . a )】 

解整数4可划分为: 4, 1 + 3, 1+1+毛2+2, i + 1 + l + l 。 

♦ ♦ • ■ ♦ 

1 - I - o \ + o \ + ~ C!+l = i 5 (种〕 

1105设 { A if A 3t ^ 是集合4的一个划分，我们走 



义乂上的一个二元关系札使&>€及当且仅当《和&在这个 
划分的同一块中。证明丑是自反，对称，和传递的。【3~9.(2)】 
证明设对任意则必存在使因 a 与 a 必 
可看作在同一块中，故_<七心即丑是自反的。 

设化 be A , 若有&>€凡则《与6必在同一块，故&与 

I 

«亦在同一块/<&，足即 丑是对 称的。 

设％ 6, c ^ A , 若有 < a , 6> eBA < fc , c > S ' 则必 3 i , 使得 

& € A , Ab ^ A tj 且必彐厶便厶 Ac 6 為，这样卜火因为若运参 

♦ ♦ 

义则 bQA t n 故式 n A s f 0, 这与 a !是益的划分块矛盾。 
由此得〜6, C 均属同一分块乂/因此<七0>弓足即: B 是传递 
的。 

S -106 设和是非空集合崖的划分 t 说明卞列各式， 
哪些是2的姆分，哪些可能甚4的划分,哪斧不是义的划分，并 
给予证明。 

a ) 丑1 U 丑拆 

•• 、 

b ) Tl ± n -^ a ; 

c ) Hi - n So 【3- 9, (3)】 

従明 a } 当时， it ^ n ^ n ^ 故的 

划分 。 设丑1 = { jij ；，2 s , 》為 i }，" ffa = {五1, 5 a , …， B ^} 0 

I « 

当瓜 — A 时，必存在 B , e / r 3 , 但風珐仏/为龀， 
n s 。 如果是2的划分， 则根 据划分的定义，戽 n 為，0, 

汉门4 = 0,…， B t f ] A k =^0 o 设对任意；则 疋€4。 但因 

♦ ♦ ♦ 

*€-5^ ^ x ^ A t> 这与 

I ♦ 

► 

• * 

\ JA ,= A 
卜 1 

矛谭 a 平以当丑1★万2时，疗 lU 及3不是义的如分。 
b ) :当巧时，是2的划朱 
当 JTi — ZJs 时,设，…， A f } t TI s ^={ B 1j B 2} *", 
Ah 则必存在丑但丸牵 故及珐 为此可得 

仏是4的划分，故其真子集必不是2的 


划分 D . 

c ) 若则迅 — 是 / 的划分。 

若 必有 4i€ A A G ^ 2 f 故必有 

因此迅― A 是么的划分，所以其真子集瓜 — ％, - 必 
不是 i 的划分。 

3-107 设 ii 是集合2上的一个自反 f 对称和传递的美系，若 
{ A u A 2t 人}是2的子集的集合，当6句'时,4$為，使得0 
和&在同一个子集中，当且仅当 O , &>€刀。求矾 a 2 , - ^ 
為}是2的一个划分。 【3-9.⑷】 

证明 设 = 2, …， /：) 为4的子集，即土 SA, 所以 

• * 

I 

LJ a,ca 

' 卜 1 

设有任意 a G 氧因为 B 是2上等价关系，得 a>,e 总故 
a 与 a 在同一子集厶中，即 

}c 

(h £ - A * (h £ U 

所以有為，得到 

i=l 

A . = [_J .^i 

其次可以证明，当 么乒 j 时 ，山 ru 广0 & 因 为这句 ■时，库 a , 
故儿，為非空。 , 

MmaGA h 对任意 beAS ^ j ), 则必有 by ^ R c 因为 
如果 〈屯 by € B f 则 a, &属于同一子集，故有碎^于是有 
与题设厶矛盾。因此若有 Aru #0, 则有厶 n 
乌 j 对 

a €. A ^/\ b ^ Ai ^ <^ e>G 刀 A<c, S>€-B 

诌 B 是等价关系，得到 <a, *>€S, 与 <心公电丑矛盾。所以 
A i f ) A ^ 0 J 于是 证得: {4, 4,. …，為}是4的划分 Ci 

3-108 设{丄，鸟， …， 是集合2的划分， ^ A t f ] B ^ 

0 , l ^ i < n r 试 证明： 見 A 2 r \ B t 4(1 玛是集合 
的划分。 - r 【3-9, (5)】 


证明因为為是集合 A 的划分，故 

A,f\Aj^0, ㈣） 

4^1 

但 AHB^fUAAuB -U(^nJ5) 

、，al / 

当时， 

(u_e)n (為 nif)=0 

当名 S 时少 、 

A-i n 方 =* 為 n "B 

所以，心烏 ns, …， 』《0月} 是』 n5 的划 分。 

3-109 设 ii 和苽是集合2上的等价关系，用例子说明: 
2J 11及不一定是等价关系 。 【3-10. (1)】 

证明设 A ^{ i , 2, 3 } f S =： RU 贫 

1>, <2, 2>, <3 ? 3> ? <3, 1>, <1, 3» 

B f -{<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <3, 2>, <2, 3» 

贝!I 

iJUi2 / ={<l, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <3, 1>, 

<1, 3>, <S, 2>, <2, S» 

因为如 <2, S >& SA <3, 見但 <3, 1>故 5 U 及不是传 
递的，即左 U# 不是2上的等价关系 Q 

3^110试问由4个元素组成的有限集上所有等价关系的个 
数为多少？ [3-10, (2)3 

M 因为集合的等价关系与 JC 的划分是 一一 对应的， 
所以4个元素的有限集上等价关系的数目，与4个元素集合进行 
划分的数目是相同的，由习题 3-104 可知共有15个不同的等价关 
系。 

3-111 给定集合占=化 H 4, 5}，找出 S 上的等价关系 
尽此关系 ii 能产生划分 {{1, 2 夂 {3}, {4, S }}, 并画出关系 
图。 【8-10 - (3)J 

解我们可用如下方法产生1个等价关系^二 

H^{1 3 2}x{l, 2>^{<1, 1>, <1, 2>, <2, 1> 5 <2, 3>} 


{3} x - f 3} = {<3, 3^} 

= {4, 5} X {4, 5} 

^ {< 4 , 4 >, < 4 , 5 >, < 5 , 4 >, < 5 , 5 » 

ii -^ U ^ U-Ka 

={<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>, 

<S, 5>, <1, 2>, <2, 1>, <4, 5>, 

< 5 , 4 » 

关系图如图 3-13。 

8-112 设 i ? 是一个二元关系 3 汉={〈®, &>[ 对于某一 ~有 
<«^> eflA < o , b >& E }, 证明若 i 2 是一个等价关系，则 S 也是一 
个等价关系。 【3-10.〔4)】 

证明 设及是 2上的等价 关系： 

(1) 对任一托牟因为丑在2上自反，所以<% 0€足由 
改定义 〆 ％心所以 s 是自反的。 

(2) 对任意％穿 e 牟若<%办€夂则存在某个心使得 
c > GMA < c , 办€尽因为丑对称,故有：化 e >€ R ^0 f ^>€ 

足由 s 的定义，可知 吟 es , 所以 s 是对称的。 

⑻对任意 a & ^ a s 若〈％ py ^ s , n 办 e 义则必 
存在某个 a 使<% ei > s ^ p > eB Q 由艽传递性，可知 
^>6^隱理存在％使令， e a >6 BA <^ 办€ it , 由 B 传递， 
可知以诊芒札再由 S 定义 5 得<%岭€化故沒是传递的。 

综上可知，占是 A 上的等价关系。 

8-113 设£是集合 A 上的一个自反关系，证明是等价关 
系当且仅当若 £>£ JJA <^ c > eJ 2 时，则<&, 

证明 

必要性设及是 i 上等价关系，由对称性及传递条件，得 
<«, 6>€丑八 c>GiJ <6^ 八 < c , jB 

^<6, c >€ i £ 

充分性设有 

<fij 6>€ BA < a i cy ^ E ^ «>€-R 
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且及是自反关系，则对任意 必有^ «>€尽若 

( a 3 «>€月=^<&， «>6 -H 

故 iJ 是对称的^ 

I « 

♦ 

对任意 A ~ c € A , 若 < a : t > e ^ A < S , c > e ^ 则必有 
<6, o >€- BA< Cj by ^ <6j o >€ iiA<6 J ts >€ i? 

■, <c^ «>€ JJ <ccj o>€ii 

故 B 是传递的，于是证明了 B 是一个等价关系。 

3-1 M 设丑是集合万上的二元哭系，对任意叱 叫办 €4 
每当<%々>€邛八<叫，％>€召时，必则称 M 是 
循环的。试证:丑是等价关系，当且仅当丑是自反和竭环的。 .. 

证明设 S 是X上的等价关系，则对任意叫化办 
当<% ^>G-HA<^ 吻：>€丑时，必有 <〜 co ^£ R q 因为及是对 
称的，故必有 <仏 ^X£-8 0 
所以5是循环和自反的。 

反之，设 ii 是 Z 上的自反和循环关系，对任意<叫 ， K 

由得<% 而〉 所以 ii 是对称的；再由 > 

♦ • 

^f>€i2A<a?/ 3 a^> £hB=^ ®(> € -fl ^ <pi f 

故 B 是传递的。 

于是及是 X 上的等价关系。 

3-115 假设给定了正整数的序偁集合溢,在4上定义二元 
关系刀 如下： <<%心， < u , v » eit f 当且仅当妙=州证明五是 
—个等价关系。 ，： 【3-10, (5)J 

证明设鲨上定义的二元关系 B 为： ' 

«^ y > 3 —=— : 

♦ 

♦ ♦ 

①对任意<% y > e 笔因为 ' 所以 

、 y y 

«<^j vh y»€ i2 

♦ ♦ ♦ 

即及是自反的。 

@ 设 <% py ^ A , <?£, ^> eA , 若 一 
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即刀是对称的。 ： 

③设任意 V >^ A ^ u >6A <^ ^>£A 

<<《，也 <% w»e 丑八 <<«, 奴 >, O, s»gij 



A <> ， syy^R 


故 iJ 是传递的，于是及是 2 上的等价关系。 

3^116设 _B 是集合4上对称和传递荚系，证明如杲对亍乂 
中每个元素1在4中同时也存在一个\使0，6> 在 B 之中， 
则 ii 是一个等价关系 e 【3-10. (6)] 

证明对任意必存在一个忒使得<% 6>e 及由 
b € A } 必存在一个 ce 牟使得<&， c>€ii。 因为五是传递和对称 
的， 故有： 


<«, J>efiA<^ ey^n=^<a } cye^^<c, «>eJ 2 


由 <fl, cy ^ BA ^ G , ai>€ <^ a>€R 


所以丑在盞上是自反的， 即丑是 乂上等价关系 ， 

3^117设 ii 是集合2上的一个传递和自反 关系； T 是2上 
的一个关系，使 b>^Tm <«, b > eMA < b , «>e 尽证明 T 

是一 个惫价 关系。 , 

证明 a ) 对任意碎次因及为2上自反关系， 故有: 
妗€尽由 T 的充要条件，得到 a >€2 V - .. 

1>)对住韋丸6€4,若 ' 

产 I ♦私 

fc >€- BA <6 J a >6 B 

<^< J^j «>€丑八<\ hy ^ M ^<^ J 1 

• I ♦ 

所以 t 是对称的。 :, . 

v 对任 k % b ceA t 截有 ... 


us ,* 


^ <«, &>€ 丑八 <6, £5>6^ A<&j c>Gi? A<^ J! 

^<a, 吟 € 五八 <& ， oyeEA<c, 6>G^A<^ «>GiJ 

4 <«, c>€ JiA<Cj oj>SJi 与 <a, c>er 

所以汜是一个传递关系， 于是 T 是 A 上的等价关系 

H18 设 i?：t 和是非空集合2上的等价关系，试确定下 
述各式，哪些是2上的等价关系，对不是的式子，提供反例证明。 

a} ( A. X ji) 一 Jil ； 

b) JJi 一 _B 饵 

<0路 

d) 『(禺― iy (即岛 — 的自反闭包,【3-10,(7)】 
解 a) x 2) — 不是沍上等价关系。例如； 

A = { a , b } ? a >, <6, *>} 

A \ A = H <^ h \ mhb >\ 

( AxAy - R ^ i ^ by , <&, 

所以 2 X A —及〗不是 A 上等价关系。 
b) 设 A = 6, c> 

■RiO, 6>, <6, 也 <〜&>, 〈〜 

<c, a>, <a, a>, <6, i>, <c, e» 

+也 <&, &> ， <c, c>, <6, c>, 《 6>} 

良- ={«5>, <5, a>, <a, c> 7 <〜《?>} 

所以恥和 B 3 是 i 上等价关系，但取一及 3 不是2上等价关 系。’ 

e ) 若足是 2上等价关系，则 

_ I 

所以埤是么上自反的。 ； 

若 <6 &>€琦则存在 c , 使得&>€拓。因 
此对称，故有 

<% A<Cj a>€Bi^ <6, «>£说 

即 i?? 是对称的。 

若 <% &>€ iijA <&, c>€^ 则有 
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故存在扎使得： 

同理存在％ 使得: 

<c ，珍2> €見 A <办，石> €拓 

于是由屯的传递性，苛得到 

<6, ^SiSiA^ b>€iii^<c, 5>e^iA<6, «>e®i 

即是传递的。 

故埼是2上的等价关系 a 

d) 如 b) 斩设，尾 和私是 2上等价关系，但> 

矿(禺—馬 ）=( 兔一 fl 2 )U4 

一 {<«：, 5>, < h } ay , <^ e>, <c, a > } < a , «>> 
<&/&X <e/o» 

不是 2 上的等价关系。 

3^119设 P 是实数部分非零的全体复数组成的集合， f J： 
关系丑定夂为 ； ( a ^ U ) E ( c ^ di )<^ a G >0 ? 证明 i? 是等|关系，并 
给出关系及的等价类的几何说明。 ： 【3-10.⑺)】 

证扣 （1) 对任意非零 实数％ 有 1 

< 35 a >0 4 ^ (a-b^Ria-hbi) 

故 S 在^上是自反的 

(2) 对任意 ^ ae >0 

因 ca = c ^>0^ (c + di ) R ( a -^ bi ) 

所以7?在 C* 上是对称的。 

'(3) 设(^ +况)5(0+兩)且0?+妨)五(权+ 1；么)，则有 

♦ ♦ 

ae>0Acw>0 

、若 。>0；则 

«>0 A ^>0 =& au >0 

若 c<(3, 则 

&<0 /\ u <,0^ au >0 

■ 
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所以 （汉 + H ) 及 (狀 + vi ), 即及在亇上最传递的。 

关系 E 的等价类，就是在复数平面上第一、四象限上的車，或 
第二1三象限上的点，因为在这两种情况下，任意两个点(％6乂 
{ c ， A ) ， 其横坐标乘积 a _ c ?>0。 

3- iso 设6是集合 I 上的等价关系的集合， 试证： ns 是 
一个 X 上的等价关系。 

证明设汶€5弄既则 ns & s ^ x 乂 X 。对任意怎 ex , 必 

对所有汶 Gsosr 是等价关系 )， 使得：仏 xyes , 故 a 吟€ ris , 
即 ns 是自反的。 

对任意 a vdm &， 夕〉 sr > s ; 则对所有3有仏 
^ 因汉是对称的，故对 所有占 es 有 o ?> e ^ 即 ®>€ ns , 
所以 ns 是对称的。 

对任意 a a 若《女>€ nt 也心 e ns , 则对所有 

^€ S , 有<% 2 / > e ^ A < y , 办但沒是传递的，故对所有汉 

有夂即乂 办 e 故 ns 是传递的。 . , 

亍是 ns 是 jt 上的等价关系 3 

3-1»1设』是2上二元关系，令则 

a ) 砹是4上的等价关系； 

•: 

若有等价关系及〃，使得丑"3尽则 iTgiT ，即： 祀是包 
含 ii 的最小等价关系。 

证明 a ) 由定理 3-8 ■: L 知 rC ^) 是自反的，__习题 3-97 知 

sK 丑)是自反和对称的，因此咖(刀)是自反和对_的，但阶(及） 

是传递的，故 brCB ) 是一个等价关系。. 

b 〕 设 V 是任意包含的等价 关系， 则 ii " 是自及的纟； 由闭 

包 定义： ii 〃是对称的，故汉二 sr ( ii ); 丑"是传递的， 
故！ TQfsrCR) 。 

3-1 雜试在复数集 <7中给出一个关系，使它是 a 的一个等 
价关系，并以此等价关系.构造 C 的划分。 

解对所有 以， 召设 ^^c + di f 定义索系 _ B . 

aR ^ 台 十 d a 

♦ •_ 
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对任 惫《€4 因为所以即 B 是自反 
的 c 

对任意 a , jS ^ O , 若则 

a 2 -h b & ^ e 2 b 2 

故有说即忍是对称的。 

对任意 tvA yH + jS = c + c ^ r — e + fi^M 
afl / SAjS ^^ (^ H - S ^ c ^- hd 3 ) A O a + Pt0 £ + 尸） 

=^ a s +6 a ^ d 3 - j - f 2 ^ aRy _ 

所以丑是传递的。于是 i ； 为等价关系。 .' 

关系 E 所决定的划分，是复乎面上以原点为中心的®的集 
合，即每个半径 r 对应一个等价类，该等价类为对应圆上点的集 
合。 

3-123 设 JT 为集合4的一个划分，丑是2上的等价关系则 
1?诱导出尽当且仅当丑诱导出 i /。 

迎明 

必要性。假定丑诱导出月,且 B 诱导出一个划分仄,设任意 
為令刀和苁分别 为丑和 iF 的块，使得则 
对任意6， 

6€ 5 勞 aBh<^ 〔 a]a = [&] 況 

因为 m^sjia ia ]^ n ^ 故 [&;uenv 且由 

66 hd ] n ^ b ^ B 1 

因此5 =贫。由于 豇和正 取尽』的所有元素，因此 iI = iT。 

充分性。假定及诱导出眾且订诱导出一个等价关系"， 
则对任意4 有 ■ 

uSb ^ [ a ] jc = ^ ® € E ^ cJ n /\ i & Mb 

^ (3^) LB & IT /\ aGBM^BJ . 

因此丑士 ii、 

s-ia* 设 /r 和 it 是非空集合』上的划分， 并设及 和犮分: 
别由 ZZ 和 iT 诱导的等价关系，那么 w 细分 n 的充要条件是 
JitJi。 13-10, <9) ] 




证明若 丑' 细分 t 有假设 am , 则在矿 中有某个块 V ， 
使得 A & € 因 J 7' 细分足故在 JZ 中，必有某个块&使 S'S 
8, 即〜 b 泛 S T 于是有即 

反之，若疋 Cii , 令以为 疋的一个分块，且则 

8~ = M 圯={忠 | » iJ ' a } 

但是对每一个叫 若说 a t 因 iJUJS , 故*及®,因此， 

{x | coS f a} G {cc I £cii»} 

即 M 庚£0]办 设占 =[«： u 则厶是 辽的— 个分块，且 K & s 。 
这就证明了 疋细分 

3-126 设戽表萊 Z 上模 j 等价关系， 瓜表示 J 上摸 A 等价 
关系, 证明： I /私 细分 IfR h 当且仅当 b 龟 j 的整数倍。 

【3-10.(10)] 

证明由题设 

yy\^=V (mod/)} 

攻= {< x , ^>[ ir =^( mod *)} - 、 

故 ◊: ，女〉 € 爲衫 a —穿(对某个 

: ^>€- Bfc ^ a 3-^ = ^ (对某个 : 

a ) 假设 J 7 足细分 I /瓜 则因此 

o > e 0>6^ 

故 k —0= l * k =- c^j (对某个 

于是 A 是 j 的整数倍。 

b ) 若对某个 ar € A 有&=0则： 

3/>€ 尾玲- y ) -=ck (对某个 c £ J ) 

与 （ a ： — 女 ） 〔对某个 c / r € Z ) 

^ <^ ^>€Sj 

因此予是 I / i 4 细分7/戽。 

LM 6 设尾和 為是非空集合2的划分札和仏所诱导 
出的等价关系。那末丑诱导出和丑 3 的积划分丑。 
证明因为 *8=^11 尾，故根据习題 H 24 
细分和丑& 
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如果有另一划分细分和且诱导出则裉据 

习題心124,有 

B^Sf A ^ i?i fl R^3R r 

即有故 JT 细分 If 。 

上述结果根据划分积的定义，可知 

a ~ i » 设馬和尾是非空集合 4 上的划分迅和馬所诱 
导出的等价关系,定义及 U 的传递闭 包为： 

St^(B±VJiid + ^(SiUS 2 ) 

试 证:及 是2上的等价关系，且划分 A/R 是巧和珥的和。 

证明因为馬 和馬是 2上的等价关系，故很容易证明 
尾 U 尽是自反和对称的，故 

s (J2j U = 尾 U 爲，或 ^ (^1U Sa) ^ i^i U 

所以 R^iCRiljE a ) = #rs(i?!U jR 2 ) 

由习题 S-121 知，只是包 含尾和 埘最小等价关系。其诱导的 
划分为4/几因为忍3迅，故迅和仄细分」/凡 
设有 IT 被 Ih 和 J7 a 缩分，则及'诱导的等价关系及必满足： 

但 R^td^U^)=^5(^ u 為） 

其是包含执和的最小等价关系， 故丑二 Ki ^ u 私)，即 4 /iJ 
细分.… 

由上述证明/可知 A/R 晕 iTi 和 JTa 的和。 

>3^438 .设昆表眾1上的模4等价，私表示 J 上的 模疋等 
价,插述 

a) 划夯27尽+1/成; 

b) 划分 JAB,_J/：H fc 。 

解 a) 设为 j 和备的最大公约数，沁为I上的模忒等价， 
:则 J/H d = I/ 馬+ 1/匙 

lb) 设 m 为 j 和 ft 的最小公倍数，表示 I上的模⑽等价， 
则_27仏="如"尾。 

3-129 设％和 / Z ? 是非空集合 A 的划分 _ 则 ^ 和 ff £ 的积 
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是唯一的: ^ 

证明假设裉据划分积的定义，应 
有 u 细分 ir f 且 IT 细分見若 n 和 jr 分别诱导等价关系为 ii 
和疋，则应有 - 


/\ Sr ^ Tl => R ^ R f 
由习癍 0-133 可知 /T;/r。 

所以 TTi 和 7 Z 3 的积必是唯一的。 

3-130 设丑是 X 上二元关系，试证明 r 0( = J ^ UiiU 疋是 X 
1：相容关系。 ：■ ：： [ FUJI )】 

证明设 《 = J 叉 UBUJ ^ 贝 h ‘ JxU . s ( iO = rs (_ B )。. 因为 

以初在 X 上对称，故有： '■ 

WSJiUsCfi ) ^>6 s ( ii ) 

^ <y, aj >€ s(-R) 

辞 ^> eixVs ( H ) 

听以 I s l > s ( n ) =打(及)在 Z 上是对称的。 

因为 rs (丑)是自反的，所以 <t=rs(S) 是 JT 上的相容关系。 
3-131 给定集合 JT = {；cua, ••、 a 山 jB 是X上的相容关 
系，且简化矩 阵为； 



试求出X的完全覆盖，并画出相容关系图。_ 【3-11. (2)】 

解柜据给定的相容关系矩阵/可画出相容关系图如图344 
所示，由图可得X的完全覆盖 ； 


:^ 吻 }) a?o, $ 山 { 而， a? “ iU B » 


S -138 给定 X 上相容关系及证明 ： 0 丑为 I 上时等价 

‘，1 

关系。 【3-11，⑶】 

证明 设忑是 I 上的一个相容关系，故月是自反和对称 
的. 

<■1 

由习题 3-97 知纟(刀)是自反和对称的，且 # CB ) 根据定义是传递的。 
所以当及是相容关 系时, 是 X 上的等价关系，「 

3^183设 { A 1? A 2j ,4„> 为集合 A 的覆盖;试由此覆 

盖确定2上的一个相容关系。笄说明在什么条仵下，此相睿关系 
为等价关系。 、 【3~11♦⑷】 

解此覆盖确定2上的相容 关系： 1 

E = A 1 xA 1 \ JA 1 i > cA 2 U* tt U - AnX 4 n 

因为益 =04 对任一化尤必有某个 p >0: 使①€4故 

€ 為 x 為4 〈 a ;, 

所识及在幺占是自反的。 

对任意6 y & A ， 若有乂女> 号尽.必有某个灸 > o , 使得 

所以丑在崖上是对称的。 

这说明及是2上的 一个相 容关系 。 

一般地说， S 在溢上不一定是传递的。因为.若有<%心€ 
AixA h 这里 感:? ^而汉 A , ^£ A h 

故 <>, 心不一定在 b 中，只有当此覆盖是 ] 的划分时，此相容关 
系 e 为在工上的等价关系。 

3- m 设』 = {1, 5, 6} 上有关系 

^-{< 1 , 2 >, < 1 , 3 >, < 2 , 3 >, < 2 , 4 >, < 3 , 4 >, 

< 2 , 5 >, < 4 , 5 >, < 3 , 6 >, < 4 , 6 » 

♦ _ 

试说明至少有 A 的两个不同覆盖可产生 

a - JxU ^8 U ^ 【 H (5)】 
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解 2>, (2, 1>, a 3>, <3, J>, <2, 3>, <3, 2>, 

<2, 4>, 2>, <3, 4>, <4, 3>, <2, 5> } <5, 2>, 

<4, 5>, <5, 4>, <3, <6, 3>, <4, 6>, <6, 4>, 

<1, 1>, <2, 2>, <3, S>, <4, 4>, <5, 6>, <fi, 6» 

^-{{1, 2, 3}, {2, 4, 5}, {3, 4 7 6}} 

^ = {{1, 2, 3}, {2, 4}, {2, 5},{4, 5}, {3, 4, 6» 

&和私都可产生相容关系如 

3-135 设《和卢是 A 上相容 关系： 

总)复合关系 CC。 存是么上相容关 系吗？ ： 

b) « U j8. 是 A 上相容关 系吗？ t 

I ♦ 

c) cxfl 卢是 2 上相容关系吗？ 【3-11. (6)3 

解 a) 设 a = {<% < <5, 6>, <e/o>, h\ <b f d>} 

jS = {<^ a> } <fi f by, <c, c>j c>, <c, a» 

oc-^ = {<^ a), <«, c> ? <6, by, <c J c^ J <o, ay f 

<aH a\<b ， c» Q 

所以％尽 是相容关系，但 奶戸 不是相容关系。 

b ) 对任意 A , 因为 <〜<«, ASA 故 <*, ®> ! ^ 
aU^ 即 alijS 是2上自反的。 

对任意次如果有<«, &> e « UiS , 则<% 6>e « 或 
<% 氏因 j 8 在 a 上对称，故 

<6, ®>Sa 或 <乂 a>e 泠今 ◊, a>eatij8 
所以《11月在 z 上对称。于是《11卢是 z 上相容关系。 

o ) 对任意 因 <a, a>£«A<a, a>€ 氏故 <色 «>€«0 

总即 tffl 卢是2上自反关系。 

对任意％ 6€本若 6> eaflA 则有 、 

S>S«A<«j ^>6«A<5 J a>€jS 

^<fij «>£« n ^ 

即 an 芦在 i 上对称 D 

所以 《n 卢是夏上相容关系。 

3^136 设集合为 {3/5, 15}, {J, 2, 3, 6, 12}, {3, 9, 27, 

* i & i * 
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S 4> 0 其上面的偏序关系为整除，画出这些集合的偏序关系图，并 
指出哪些是全序关系。 1 【3-12(1)】 

解关系图如图3_15所示。 

集合 {3, 9, 27, S 4} 上的整除关系是全序关系^ 

8^137设 B 是2上二元关系， 如果丑 是传递和反自反的称 
及是拟序关系。证明 

如果丑是2上拟序关系，则 r ( S )=_ BUJ A 是偏序关系。 

b ) 如果丑是一偏序关系，则是一拟序关系。 

【 U2.(2)J 

证明 a ) 对任意 因为 <% 沁 eh ; 所以 

《 e (ii u 忍） = k 丑） 

故矿 CR ) 是 2 上自反的。 

对任意 A bd 若有化公则 

< 〜 J>€iiV<^ i>€J4. 

当 ”&时 〆 。， 6>£ Ia 0 

当时，<% 6>€丑。如果另有 <6,岭€尾则因是传 
递的/故必有«>€及 这与丑 是反自反相矛盾^所以当 
时， 

6> € -B <6> a > 牵 JJ 

依乂匕 必〉 丰 r ( R )。 所以 f ( ii ) 是反对称的。 o 


、1明， 




另外，对任意心若妗 Gr ( B ) 八汍 
则有&>€ J ? U ^ A <^ 心€及 U 1心故 

〈〜 K a r 石〉 

I 

且 <k c > gjrv <6, cyeiA 

_ 

因为 3 是反 s 反的，故 

a^b /\ i^c 

即私 b >^ I A , < i , C >$ h 。 故 

& > e ^(- S ) A <6 j 0>€ r ( JJ )^<^ 6>€^ A <5, <?>€ 及 

句<化 c >6 r ( iJ ) 

即 r (_ B ) 为传递的， 于是 r ( H ) 为 A J ; 的偏摩关系 。 , 

b ) 设 B 为偏序关系，对任意 K 為&杲 << va >€ S — 则 
必有 a >€^ A <^ a > $ A 矛盾。故对任意4,必有<«，《>荦 
五 所以』 一 Jx 是反自 反的夺 

.设 a 丸吒次若 <% byeR - iA . <&, c > e _ e — j 心则 
<«, &> e - BA <^ c >€ 丑 Ad C >^ I A 

为此，必须 a _& 台。所以<% &>€五__^和<\心€忍-12可 

推出 , 

<a ， 6>SBA<5j c> 6 ii =^ c>QR 
但 < a , 心守 I A , 所以 e >€ 丑 一 i ^ 即 S — 工^是传递的。 

于 是及一 h 为拟序 关系。 

3-138 设 B 是叉上的二元 关系： 

a ) 证明 B 是拟序，_且仅当五门及和 ■ 

b ) 证明丨 是偏序，法且仅当 和及 = JT 。 

证明 a ) 若及是 X 上的一个拟序关系 ，则月 是反自反和传 
递的 & 由定理 3- SJ 得及4(五）=丑 + 。 广 

对任意 < u > e 成如杲<6吣 SiS % 则矜 SJV 由 ii 的 
传递性得到<%岭这与及的反自反性矛盾，故对任意 
<^女>€及则所以 

五门苽=0 

反之，若及 ns fl =0, 且丑 =忍' 则丑必是反自反的。因为 

_ 1 H ^ 


对任意如果有则必有这与 
及矛盾，故对任意必定是仏 妗牵足 又因为 
故由定理 34.1 得 H 是传递的，即丑是拟序。 

b) 如果 JB 是X上的一个偏序关系，则 ii 是自反，传递和反 
对称的，由定理3^8.1得 ii = K 及）和及=纟(抝，所以 B ^ tr { R) s 
即 3 = iT。 

又 i ? 是自反的，故对任意有<%且有<% ^>6 
妒，故<%吣 €^ n 疋。对住意 a pex , $ x+ Vl 

① 如果<% 攸 R , 因 i 2 反对称，必有衿牵尽即 

<^ ^> e _ r ^ < x } 0^ r ° 

所以 y>e 及时，<疋， 

② 如果<% 2/>荦及则 

综上所述 Rf\BF = I x 

反之，如果且则对 任意托 X ,因为 
<^ 吟 eh , 即 <% 可得 o , ^>€ i ? A <^ 玲 ei ? v 故 

及 是岛 反的。 

对任意 A 尤，如果设 ^> S - B 时有足 
则 <>，女>€坻这样<% 故<% 办 eh 矛盾。所以 

<^ 穿 〉 € 只 4 < 女， x}^It 

故 B 是反对称的。因为及 一汁 (匈，由传递闭包萣义，可知丑是传 
递的。 

所以只是 X 上的偏序关系 。 

3-139 设召 是集合 S 上的 关系』以是《 的子集 ，定义 S ' 上 
关系&如 下：、 

B r ^ MC \( S f KS f ) 

确定下述每一断肓是真还是假 D 

a ) 如果只在 S 上是传递的，那么 iT 在以上是传递的。 

b ) 如果月 是占 上的偏序关系，那么及是以上的偏序关系。 

c ) 如果及是 S 上的拟序关系，那么苽是以上的拟序关系 3 

d ) 如果丨是8上的线序关系，那 么贫是 S ' 上的线序关系。 1 
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e ) 如果 iJ 是 s ' 上的良序关系，那么 及 是 y 上的良序关系。 

[3-12.(3)] 

解对任意 h &, K 因 S f QS ， 槪 a ， b , ( S 。 

a ) 若有 因 i 2，= i ? nC ^ xS 0, 得 

到 

<«, & >€ifn ( s f ^ s f )^^ iyeitA < a f &> e ^ x ^ 

^< a , iy ^ HAae ^ AieS 1 

同理 ◊, c>eiin cyen /\ b ^ s f ho & s f 

因 b 在 s 上传递，故 

<1 & >€^ A < J , cyes f ^< a t cy & R ^ GS f AceS f 

=^><^ cyeRn ( s f ^ s f ) 

^ c>S R r 

所以龙在 fi " 上是传递的。 

b ) 对任意因故 a ^ S t 由〈〜吣 € J ? 且 
<«， a>G WxSQ 得到<«， a >€ 苽即允在汉上是自反的 。 若有 
a i 石€&〃且 a 孕 b ， 则对任意 

<a, &>SB 八 <a, by^S'xS' 

因 S 是反对称的，故必有 

<6， cb >^ R ’ 

所以 i ?' 在 6" 上是反对称的。由《)中证 得龙在 g 上是传递的。 
于是足是 F 上的偏序关系。 ° 

c ) 对任意足因为 < A 、 a > 辛 S , 所以<«, ay ^ Mf \ 
( SW ), 得到 〈〜 牵咒，即 if 在以上 是反自反的。由 a ) 知 
瓦在以 上是传递的，故贫是 f 上的拟序关系。 

d ) 设任意〜，如果 S 是汉上线序关系,故必有 

即从 6> e ^ n (^ x ^), <^ 冷 ei ? no ?' w ) 亦即 〈〜 s > e ^ 
或<&, ^> e 所以疋为夂上线序关系。 

e ) 设<乂5> 为良序集， 若贫， ij > 不是良序集，则必有 
且 W 0, 使得從' jo 中不存在最小元，即对任意托 
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，必有 &€沒" 使得<% byes tr % s f \ 即％ by & s ^ s ^ u 

<^ 6> 孕 iT 。 

因为 iT = iJD ( Sf ' xSO , 故<% hy ^ R , 但 f 这说 

明在汉 中存在非空子集占' 对所有 ae 俨都存在 & e ； s ' 使 
从&>守尾这与<& j ?> 是良序集矛盾。于是证得 io 是良 
序集。 

3 140找出在集合仇 H 3} 上包含序偶<0, 3>和<2, ： L > 
的线序关系。 ^3-12. (4)] 

解 S ={<0, 0>, <2, 2>, <1, 1>, <3, 3>, <0, 2>, 

<0, 1>, <0, 3>, <2, 1>, <2, 3>, <1, 3>} 

其哈斯图见图 3-16 所示。 



8-141 构造下列集合的 例子： 

a ) 非空线性集，其中某些子集没有最小元素； 

b ) 非空偏序集，它不是线序集,其中某些子集没有最 大元； 

c ) 一个偏序集有一个子集，它存在一个最大下界，但没有最 
小元素； 

d ) 一偏序集有一子集，它存在一个上界，但没有最小上界。 

【 3- 12.(5) J 

解 a ) 非负实数集上的小于等于关系，构成〈丑^ <>是非 
空线序集，其中某些子集没有最小元素。 

' to ) 如图3〜17所沅哈斯图中，子集{七6,心4 没有最大 


兀。 


C ) 如图 3-17 所苯，子集 {元 有一最大下界，但没有 
最小元素。 

d ) 图中6, c , 义 e } 有一上界 /( 或 sO , 但没有最小上界。 

3-142 设集合 P= {別，吻，吨，叫, 

叫}上的偏序关系如图 s-is 所示，找出 
P 的最: A： 元素，最小元素，极小元素，极 
大元素。找出子集{以化$山 (^ 3 , ^4, 
听}和化吻}的上畀，下界，上确 
界，下确界。 [S-12. (6) I 

解 P 的最大元素为无最小元 
素。极大元素为;极小元素为%。其余如 下表： 
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ESI 


上确界 





mgm 

mSSm 







mam 





3-143 图 3-19 给出了集合{1，2, 3, 4} 上的四 个偏序关系 

图，画出它们的哈斯图，并说明哪一个是全序关系，哪一个是良序 
兴系。 ^ [3-12.(7)] 

解 设』={1』2,艮4}，四个偏序关系为及，乳，私，私， 
其哈斯图如图 3-20 所示。 

a) ^ = {<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>, <1, 2>, 

<1 3 3>, <4, 1>, <4, 3>, <4, 2» 

COV(A)={<l, 2>, <1, 8>, <4, 1» 

b) ii 3 ^{<l, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>, <1, 3> f 

、 O, 4>, <2, 3>, <2, 4>} 

OO V (^) - {<1, 3>, <1, 4>, <2, 3>, <2, 4» 

c) ^ 3 ={<1, 1>, <2, 2>, <% 3>, <4, 4X <3, 1>, 

<S, 4>, <3, <1, 2>, <4, 2>, <4, 1» ， 

CX) V (^) ^ {<1, 2>, <3, 4>, <4, 1> # <3, 1» 
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是全序关系，也是良序关系。 

札={<1，1>，<2, 2>, <3, 3>, <4 〆 〉，<3 

<4, 3>, <4, 1>, <4, 2» 

GO\{A)=KS, i>, <4, 8>, <4, 2>} 





3 144 画出集合 S —{1，2, 3, 4, 5, 6} 在偏序关系“整除” 
下的哈斯囹，并讨论： 

a ) 写出 { i , 2, 3, 4, 5, 6} 的极大元，极小元，最大元，最小 

兀0 

b ) 分别写出 6} 及{次3, 5} 的上界，下界，上确界，下 
确界。 


解设4为整除 关系： 

. ={<1，2>, <1,队 <1, 4>, d <1，6、 

< 2 , 4 >, < 2 , 6 >, < 3 , 6 >, < 1 , 1 > } < 2 , 2 >, 

<3, 3>, <4, 4>, <6, 5>, <6, 6» 

在偏序集<& 中， 

C 0 V ( 8 )={< l t 2>, <1, 3>, <1, 5>, <2, 4>, <2, 6>, <3, B » 

其哈斯图如图 3-21 所承。 

a ) { i , 2, 3, 4, 5 , 6}, 在“整 

关系中 
极大元 
极小元 
最大元 
最小元： 



5 


6, 5〆 


没有 

1 


' b ) ( 2 r 3, 6> 的上界为6,上确界为6。 

ft 3, 6} 的下界为1,下确界为1。 

{2,3, 5} 的上界没有，上确界没有。、 

{2, 3, 5} 的下界为1,下确界为 : U 
H 45 设 Z 上二元关系及，若』满足反自反，反对称和传 
递性质，则称 B 为 I 上的严格序关系^证明：若 S 为 X 上偏序 
关系，则 S —是 X 上的严格序 关系；若汉为 X 上的一个严格 
序，则 SUIx 是一个 X 上的偏序关系。 


证明 a ) 设 S 为 Z 上的偏序关系，则 SdxX , 银 8— 
Jidx I ，对任意< J ：, 则〈％ € Iz f 因此 心年 S - I 心 
故是反自 反的。 
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又若 < 怎， v>H—T x n xy^8-I x 

即汉 一 h 是反对称的。 

设有 y>eS-I x A<s/, z>^S-I x 

则有 yy^Sh^ zy^s, 因沒是 传递的，故 <% 的 K 

当您 ㈣ 时 〆 疋， ^>&S—Jxo 
当疋=2时， 备〉 八 zy^S =^x=y Q 

若设 < p ，y>€& r —Ixj 则矛盾。 

所以 S —是传递的。 

b ) 若 S 为 Z 上的一个严格序，则对任意 X ，<%心执 
但 0；>€ Ik 3 故 <% ^>£S\ JIx , 即 SUJz 是自反的。 

对任意义岁 ez , 若<% ^>€^ urzA ^ 仿〉 esuh , 则 

C<^ 献 s\!<x ， ^>ei^)A«v, ^esv<y } ^>e ix) 

«^ 岁>€ SA <2/， a >>€ S ) V «^ 

A^/f ^)>£ - Tj ) V K ^, € Jx A ^ ^>€ S) 

V«^ ^>€Iz) 

^x = y t 

故是反对称的。 

对任意包 沁 e 汶 uj ； t , 且<%心 esuh , 则 

«^ ^>6SV<^ y> € lx) A«^, ^>&S\J< 3 / t 2>€ 

^ (<^ t 2 / >6 s /\〜 s >€ ^) V « aj , 汉 >€ 汉 

八 s > e ^) v «^ pyei^A^ ^>€S) 

v «^ s > e i x ) 

<a3j €SV ( 出兰 y # 之 ） 4 ^y^.s\ji x 

所以 8[JJ X 是传递的， 于是沒 U ^ 是 z 上的偏序关系。 、 

1146设汉为 Z 上的偏序关系， y 为 r 上的偏序关系，若 
«^ I , <^ ^> € P iff 叫>€ 汶且证明 P 

是 ZxF 上的一个偏序关系 D 

证明因为 P 二 （ Zx ： T)x ( ZxF \ 

(1) 对任意 <>,沁 exxr , 则八备 ey / 因为 汶为尤 
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上偏序关系，故 且 r 为 r 上的偏序关系， nA \ 

v > eT t 所以 〈〈 A》，^»g p 0 即 p 在 zxr 上是自反 
的。 

(2) 设任意 《％!/», ^>€ P , 且有 

则有 

< 疋 1 ， ^2>SS /\ <^ 1; y^>^T/\ix s? x±y € 5 A<*/s, Vi>&^ 

=> (a ； i=-ir 3 ) A (yi = ^a) ^ <^x t ^i> = yh 

所以 P 在 X X F 上是反对称的。 

⑻设 

从 < 叫， ^»€PA«^, ^ <^ 5j y 3 » € P 

^ <^ h t ^%>^ S /\ <^ i , ^>€ TA <%,处 >€ 汉八 <2/ a , 3/3 >GT 

^=> ®b> e ^ a , ^>6^ 

■ 

2/a>, <^ ^3» £ P 

即尸在 Zxr 上是传递的 D 

所以 P 是 x X r 上的偏序关系。 

8-147 设 _ S 为 Z 上严格序, r 为 F 上的严格序，在 XxF 
上定义关 系及为 «巧 ，約 x ^» € R iff ^ 仍 > e r 或 

(<% %>es 且奶 = 於)， 试证 b 是在 xxr 上的一个严格序。 

证明由 

^i>, <^ vi>> \ <yi, vi>^T 

或 <% a ?3>€^ Aa / i =^} 

所以 i?C ( XxF ) x ( Xxr ) 

⑴对任意<<% &；1>, <% 如》 有(<^1,穿★女 a ) 
或(<% %>€見 Vi = v ^) 3 因占是严格序，故厶为反自反，所以 

Kpl r a ；^> ^ X ±^ X 2 

为此 «出1；| 穿1>， <$aj y^y € R Vi ^ ^ yi ? 

即 B 是反自反的。 

<2) 设任意 
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^ («2/i, WS3 1 , Vi^pa) V ^>€見 ^i^^a)) 

A («j/a 7 yi>62\ ^ ^V%) V (<% ^i>€ S f y^^yi)) 

^ ((<^1, y 必泛 T, A«^ ^1>€^ f/ a ¥=^i)) 

V ((<^1, ^a>€ r, s^a^^i) A «^a, 芯 i>€®, tfs^Pi)) 

V ((<%，®s>e^ y±=yi) N «VsL t 的 >€T， y^Vt)) 

V («^i, ^>€ S ? y±^y^) A «^ 巧 >€\ ^a=tfi)) 

^i>€SA<a ； s ? a^>€ Si\y t =ViL 

^ (a?i=a ： s) A 、 V\ = yi> 玲 ^P±, Pi> = <^ ^a> 

所 以丑为 ZxF 上反对称的。 

(3) 对任意 

<<«i, y%> 3 <p2, ^a» €-H A «®aj ^a>, <P^3 f ^a» 6 i? 

# («^i, vi >^ y. y'+ySM C<^i, W >€& 約=%)) 

八 （（<3^ e T f p^y & ) V «^3, %> S^ 約=办）） 

4 ((<^ l ， V^> 6 ^ y±^y^) A «^ 3j %>€2^ 

V (C<^ 办>€2\ ^ y a ) A «^a, ^>^S，y 2 =^y) 

V(«^ ^s>6^ 妁=讥）八（<£^ Va>e y^y^)) 

♦ 

V («^, ^&S, y%=y^) A «^ ^ b >€ S, y^=y^)) 

^ H p3> e r, g/i#g/ a ) .v «^ij 怎 3>e 汉， v± - 
=><<% 为>, <% p^>> £ R 

故丑在 zxr 上传递的。 ' 

• ♦ 

所以及是 _r x r 上的严格序关系。 

3-148 设 s 和 r 为X的划分，定义关系 _R 为： 
s=^ U^v 对某些托I 7 ,求证关系及为X的所有划分的集合上的 
偏序 关系。 

证明设 Z 上所有划分的集合为 _F , 记关系为因为 
W , 故满足 ties 今对某些 u€6^ 即 SiiS 成立，因此 ii 是自 
反的。 

假定 SET, TRS P filij 

w € jS =^ wG 幻(对某些幻 S2’) ' ^ 
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(对某些汉） 

因为沒为 X 的划分,故1^1^ = 0,或但 w 孕0』设 

aS o€ v (?€ u f 


^SC«f|wV0, 于是只能有 《=w'。 但 vgu , 得到 w=h 所 
以汉 er。 类似的可证 r&s , 即2^心 
由此可知, B 是反对称的。 

又假若 TJiTT, 则有 

u ^ s ^ u^v (对某些 ver) 

^ T ^ v & (对某些 
所以 ues ^ u^z (对某些26 W0 


即 Si2ir， 故 A 是传递的。 


综上所述, B 是 F 上的偏序关系。 

1149设 Z 为一个偏序集，对任意 a€ X，设 

8(a) = ^ f\co<ia}\ S(a) = {a>|a；€ 

证明 1) \ JS ( a )^ X ^ 2) U B ( a )= X l 

a^X o6X 

3) 若 mns ( a )^0 

aeX 


aQ B(a) = { 


mlnX, 若 mini 存在 
0, 否则 


证明 1) 对任意 ae U ，则对某个 aez ， 有汉 ( a ) 

a 仨怎 


所以 *ex 。 故 Ui^OO^s :。 

aeJt 

2 ) 对任意 yeus ( a ), 则对某个 ® ex , 有 ^ s ( a ), 所 

aex 

以 yez , 故 us («) d 。 

反之，对任意托 A 因为故 y € S ( sO , 为此 

i /€ USO ) 

o £ JT 

故 djs ⑷ 

于是 U ^( a)=X 

nex 

3> 设有 n 沒 o ), 则对所有 有必 且故 
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有矛盾。所以 


设对所有 agX , m ^ a t 故由 S ( a ) 定义，对所有 
x , mesox 有 me nso )。 现在假定浓 e ns ⑷ j 则对所有 

CJ6-T a^X 

a£ X , 有 as:^a 且 因此 a^minX ， 
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第四章函 数 

A 内容提要 

1涪数的 概念， 

函数设 x 和 r 是任何两个集合，而/是 x 到 r 的一个 
关系，如果对于每一个有唯一的 y 使得<%沁 e 称 
关系/为 jt 到 f 的 函数， 或 z 到: r 的映射。记作/: x -> r , 

或 I 假如办 e ， 则称$为自变元^称为在/作用 

下疋的象。<% 女〉 6/,也可记为汉；/(怎）。即 /PO={/o)hs 

定义域在函数中，若 <心… e/, 则/的前域，就 
是函数的定义域，记作 dom/ = X c 

值域在函数 F=/(Z) 屮，/的值域可记为 ran/, 即 ran/ 
= {y\{3x)(x^Xj\y=f{^)} 0 ran/ 也称为象集合 ， 且有 ran / 

函数相等设函数 A A^B S g z G — 如杲有 / = 刀 
- o , 且対 于所有和有/ ㈤ 则称函数/和 p 

相等，记作 

函败 集合/从 x 到7的所有函数的集合，记作 r 乙即 

x ^ y } 

满射对于映射/: Z — 如果 ran /-： r ， 即对任意 ye 
y t 必备在使得 ym/oo 成立，则称这个映射为满射(或到 
上映射)。 

入射对于映射/:工 4 J ' I 中没有两个元素有相同的乘, 
即是对于任意勿』叫 ex , 如果有 
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*1=^ ⑹ 吴 / ( 或者 / (Zi) =/ (A) = 

则称这个映射为入射（或一对一映射)。 

双射对千映射/: z —r, 若旣是满射又是入射的则称这 
个映射是双射(或一一对应)。 

叉'的象设/:尤 — r , 若 X'gdom/， 则集合 X '的象，记 

作它是中所有元素的函数值的集合，即 

f^X f = {y\(ya>) (x^X^f (: x)=y} 

/ 对，限制设/: 2—尽，为/定义域的子集，即 /e 
dom/， f 对 的限制表示为/ I !定义为 . 

U : A^B 

或 (^)隹/0〕 

/对前域溢的扩张 设 ， I — 乾负乂->马且， e 岑则 

若 d 1=/，称 i / 是/对前域2的扩张。 

定理 4-1.1 令 Z 和 f 为有限集，若 JT 和 r 的元素个数相 
同，即卜则 A x — r 是入射的，当且仅当它是一个满 
射。 

2逆函数和复合函数 

逆函数设/:工是一双射函数，称 r — Z 的双射函 
数尸为逆函数，记为 r 1 。 

左复合设函数/: g : 识—足若 /( Z ) d 则 

= s ：> |^ h €XA (3 女） ( y^Y f \ y ^ jipo ) A ^ = giy))} r 

称为在函数 / 的左复合。 , 

疽映射设/: X — r , 对 Z ^ Y , 定义 

广 1 * z={+€x 八⑺ 

称为么甶/所引起的反映射。（注意 rbz 与广 1 不同） 

恒等®数设函数 JTz:X — x , 若有厶柯 
称为恒等函数 。 

常函败函数 /: x —： r 中，如果存在某个汍 ei % 对于每个 
敢以 都奋/»叫即/<尤)_{办},则称该函数为常函数 e 
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対 / 的左逆设/: X — Y ， g ' r ~> X ,若 = 称？ 
为对函数/的左逆。 

对/的右逆设/: x ^ r ? g： r — X ， 若 rng 
为对函数 / 的右逆。 

函致复合的结合性 函数复合可以结合的，即 = 

9 >h 

定埋 tza 设/: x — y 是一个双射函数，那么 尸是 了 
的双射函数。 

定理 H 2 两个函数的复合是一个函数„ 

定理各~2.3设是一个复合 函数： 

a ) 若和/是满射的，则 P / 是满射的； 

b ) 若0和/是入射的，则 ff 。/ 是入射的； 

0) 若分和/是双射的，则 ff 。/ 是双射的。 

定理 H 4 如果函数/: X — 

定理 4-2.5 如果函数/: X — F 有逆函数广\ F — X 则 
广且 

. 定理 4-24 若/: X — r 是一一对应的函数，则（/― 1 疒 1 

=/。 

定理 4r ~3.7 若 — 均为一一对应函数，则 

(9 f « 


3特征函数与模糊子集 


特征函数令五是全集 M 是忑的子集，足由 

如 ( a Ho , 其他 

定义的函数 “： 忍―代，1}，称为集合4的特征函数。 

隶属函数给定论域丑，指定五上的一个模糊子集^是指 
对任意 ®€- E 都有一个隶属程度(0<口<0与它~对应, 
称^ t >) 为4的隶属函数 a 

特征函教的性庚设 i 和5是全集忑的任何两个子集，对 
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于所有眾 

1 ) jft A ( ai ) = ^ 0； 

2) iff a (®) = 14=>X =-= 

S) i/u (®) (®) ^A^B ； 

4) if^ A (ay) tp B (cc) 

5) 如 n b O )= 如 (>)(»; 

6) =iAa(^) H-^bC^) — ^AnsC ^)； 

7 ) = i 一 伞八① ) -， 

8) = — i ^ nB (； c 〕。 

其中特征函数间的运算七 一，* 就是通常算术运算 +, —， X 。用 
于集合间的相等,就是通常所定义的集合相等。 

4基数的概念 

后继集集合 A 的后继集，定义为， 

Peano 公理自然数集合及={0, 1, 2, 3』…} 满足： 

a ) oev ( 其中 0=0); 

b ) 如果抑€況，那么托 + e 汉（其中抑 + =wU HO ! 

C ) 如果一个子集及具有 性质： 

i ) oes f H ) 如果 ne 叉有 抑％ 怂则及。 

可递集集合 a 称为可递集，当且仅当4的成员的每个成员 
本身是1的成员 ，即： x ^ 8 ^ A ^ x ^ A 0 这个定义与以下三式等 
价： 

i ) li ) SeJ -^ S ^ A , ill ) A ^( A ) 0 

一一对应给定两个集合 p 与 Q ， 如果我们对 ■? 中每个不同 
元素与 Q 中不同元素，可以分别两两成对，则我们说尸的元素与 
Q 的元素之间,存在着 一一 对应。 

等势当且仅当集合」的元素与集合 S 的元素之间存在着 
—一对应。集合4与集合 S 称为是等势(或同浓)。记作2〜 S 。 

基数 所有与集合 f 等势的集合所组成的集合，叫做集合』 
的基数，记为亙 [2] 〔或2)。 



有限集如果有一个从集合{0, 1，抑一1}到4的双射函 

数，那么称集合2是有限的。 

无限集如果集合2不是有限的，则它是无限的。 

定理在集合族上等势关系是一个等价关系。 

定理 m 自然数集合汉是无限集。 

5可数集与不可数集 

可数集与自然数集合等势的任意集合称为可数的，可数集 
合的基数记为《0。 

至多可数集有限集和可数集，统称为至多可数集。 

连续统的势集合(0, 1) 的基数记为因(0, 1) 〜丑，故称 B 

的基数为亦称《为连续统的势^ 

定理 4-5. 为可数集的充分必要条件是可以排 成：』 - 
{ a lf a n ? …}的 瑕式。 

定理 4 rnB . S 任一无限集，必含有可数子集 D 
定理 tS .3 任一无限集合必与其某一真子集等势。 

定理 44.4 可数集的茌何无限子集是可数的。 

定理 4-5. 6可数个两两不相交的可数集合的并集，仍然是 
一个可数集 o 

定理 M . e 设自然数集合瓦,則双 xw 是可数集 0 
定理 4-5.7 有理数的全体组成的集合是可数的。 

定理矣5-8全体实数构成的集合5是不可数的。 

I 

6基数的比较 

基数的大小若从集合2到集 合刀存 在一个入射，则称汲 
的基数不大于 B 的基数，记作岌[2]<疋若从 A 到5存在 
一个入射，但不存在双射，则称2的基数小于 S 的基数，记作 B ： 
[ XU [£]。 

连续统假设假定 N 是大于 Wo 的最小基数]即不存在任何基 
数疋[幻，使^[幻成立。称此假设为连续统假设。 
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定理 4-6.1 ( Zermdo 定理）令盈和刀是任意集合，则以 

下三条中恰有一条 戒立： 

KIA'] 

b ) 

o) JT [A] = £： [B] 。 

定理 4-6.2 ( Oantor - Schro ^ er-Bernstoin 定理）设 A 和 B 
是集合，如果夏[2]<瓦[方],且 则及 
[礼 

定理 4_ fl .3 设碰是有限集合，则 K \_ A ] 

定理 4 H 如果2是无限集合，那么 

定理4^6_5 ( Cantor 定理）设 M 是一个集合，令 T 为及的 
幂集，即 则 KIM ] < K [ T] Q 

B 选题例解 

例题 4-1 试征肖 然数集及是可递集。 

分析由可逮集的等价定义知道，对任意集合2是可递集的 
充要条件为要证自然数集及是可递的，即证对任 
意价 e 瓦有为此只需证不存在有使得呜如猓 
令刀=■^卜6汉 3 则就是要证明 S = 0 D 即是要证 明丑寺 

0不可能，所以要设法考察5中的元素。考虑到5中元素是自然 
数，而自然数本身，扼据定义也是一个集合，且较小自然数包含于 
较大0然数之中，所以£中的元素必可排序且有最小元。但是0 
是自然数集中 的最+ 元素， oe 乂 ogA 故0隹札由自然数的定 
义，对任意％€及,必有以€见。因此不是0的任一自然数必是某 
数的后继，设由后继定义瓦 +=^ LK[h 这样只要证明 
对方中最小元素瓦'有瓦 + 法瓦但見这就导致与疋+是万 
中 a 小元素的假设矛盾。于是证得 b =0, 因此所有 ns 汉必是仰 
QiV, 即#是可递集。 

证明设自然数集义令设任意自然 

♦ ♦ 


秦 
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数《〜{0, 1, 2, …， 抑一 lh 因为 0 G 況，且 O =0 Q ^ 所以 0苦足 
若 B 芊0,因为 B ^ N 3 B 必有一最小元素浓€見且对所有 
月 J 有 或讯=\ 设7>1=_£" + =五"0 {五"}^ ^ ^ f 故 * t ^} 

e 兄所以有忆$1。因为，否则若寬且 {^} e ^ 则可得 
5： U { Z } E ^ 这与瓦11{疋卜瓦 + 6£矛盾。因此疋€凡 亙串 
及，所以有 KGB ， 但 res :' 与亙 + 是£中最小元素矛盾。于 
是5=0』即不存在 n €^ ，串 K 所以对任意必有％ G 兄 
因此汉为可递集。 

例睡 假定 /: X — F 和免 Y^Z 是映射，使得 ffV 是一 
个满射，且？是一个入射。证明/是满射。 

分析要证/是一个满射，可用两种方法。一种是直接证法, 
就是由是一个澉射 d 是入射，推出/是满射。另一种方法是 
反证法,就是假定/不是满射，由 P / 是满射，推出 V 不是入射;或 
者假定/不是满射，由#是入射，推出不是满射3所以本题可 
用三种证法 & 要证明/是满射，即是要证明 /(2)= F 。 要®明夕 
是入射，即是对任意此办 € r , 有 y %. y 卢 g { y ;) 关 〆 女 a ) 。根据上 
述分析，下面给出三种证法。 

证明 

证法1设任意? / SF , 因为穿是映射，故必有2 =夕(：£0€忍由 
于9。/是满射，故对任意必有使得 #/( a 0=\ 为此 
有？。/00=沒0/)，即没0»)=沒⑻。因为？是入射，故有/ ㈡ ) 
- V , 所以对任意必有使/»穿。于是/是满射 
的。 

证法2假定/不是满射，则有/(幻尹^即 F — /(1)士 
0。设有价 e 7 — /( x )) 且因 ♦? 是函数，则 〆 因夕。/ 
是满射，故对幺，必存在吻€2, 使: no ，， g { v )= z ^ 而汍 

♦ V ， 但 〆 女 ) = 3( 如)，故5不是入射。 

证法 3 假定/不是满射，则即] r -/( x ) 碎0， 
设有讥 e ( r -/(; r )), 因 5 是函数，故可设 〆 办 ）=〜€& 因夕是 
入射，对每个存—货>,必有 siv ) BP g ( p ) # 所以对每个 
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没⑻ “ 0 即 办牵这与 V / 是满射矛盾，即 
-夕。/不是满射。 

例题13设巧: B ^ A t 侦得朽(<4心）=% 

- P,.Ax B ^ B } 使得 JV<a 0) =心 

令/: X — A ， g ; X — 昃证明存在唯一函 数少： Z ->2 x 尽使得 

P ± o0=f ? P 2 c0 = g o 

分析本题要求构造函数黾便与已知函数尸1, ^^复合后为 
给定函数/和 S 。 注意到户 3 的前域为笛卡尔积，因此在 
和 P a 前域中，其元素为序偶。由于/和？的前域均为 X ,它们的 
共域分别为2和所以要满足 JV ^=/, iV 边=&则0的前域 
必为共域需是 2 X 軋 即是： ran 由因此 ran ® 也必 
为序偶的集合。 

再注意到 y » 说明 A 和巧是 

序偶的射影，要使 iV^=/, P ^0 = g f 所以 ran ①中的元素必须 
与/和？有哭，故可设 </( ①)』 ^(^)>Gran 0 O 

此外，本题要求证明存往“唯一函数' 故在证明中，不仅要构 
造出函数，而且要证明其是唯一的。这样就需证明，如果构造的函 
数除企之外，另有函数 少也满 足给定条件，则必将有由=少。在这 
种论证的情况下,就保证存在函数的唯一性。 

证明设 AjxS — 牟使得 P / O , y 、> x , 

yy )= y ? 

故$：1 和是满射的。定义函数氣 2 XS , 使对所有$€尤， 
有 還⑷ =</(>), ?00>,则 

(a>)=p 1 (^(^))=p x «j(x) f g(x)y) 4㈤ 

( P , o 0 ) ( X ) = P ^(^ = p 2C<f(x ^ g(a , }>) =g(x) 

令屮为任意其他一个函数 X^A X B t 且 满足： 

P % ^ = f 3 p 2 o ^ = g 

因为尸： l : A ^ B ^ A , / ; X — 本故 要使尸 #= 广则必有办 X->A 
X 見假定少»<1^， r a >, m 

r ^» =IW ㈨ 
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以 <4 rm'—) 

于是 r ,> = </ (^) , 夕 0>>/ 即 由：小。 

例题 4 h * 设 a 是有限集合， _b 是可数集合，证明:是可数 
集。 

分析 及 1 是映射的集合，即胪={/|/:要证#是 
可数，即是映射 b 为可数个。因为义是有限集，万是可数集, 
所以耍有映射则2旁0。其次，若』 — 0，则 t 逆！ =0,这时 
可说为可数。若』是有限集，贝! II 及所以沪也是 
可数集。本题主要论钲和 s 是可数无限集的情况。要 证及 1 
为可数集，应设法将中的所有映射分类。如果每个分类中的 
映射是可数的，那么可^个分类的并，也必是可数集。构造映射的 
分类，就是构造映射的集合,考虑到/: 万中是有限数，故 
对每一个确定的/， | ranfj <^ 即是对任意一个/,最多有 /( h ), 
f « •"，/(〜)共 n 个不同的值，其中任意一个 /( We 足因丑 
是可数集，故可把及中的元素逐个枚举，即存在映射3: 況―圪使 
B 的元素排列为 P(OX p ( l ), 7(2)，…， p (>), …。 于是任意一个 

/都能找到一个确定的允使/(^)中的元素包含在集合切(0)，？ 
⑴』 1)} 之中，这样可把 满足: /( A ) e ?({0, 1, 2 ,…， ft 

一 1}) 的/都归为同一类，由于 A 是可数的，即对共有可数 
类/(4)。所以五 A 是可数集。 

证明 若 5 为可数集 ，刀弄 玖则 | 把1=1，定理成立。 
若 A 和£均是有限集，定理也成立。现在假设 
\ A \ 5是可数无限。作牧举涵数： 

g : 瓦—足对每一正整数 ag 瓦定义集合 K 如下： 

^-{/l/es^A/c^)E?({0, 1, 2, ft - 1})} 

则 IAI $0。因为2是有限的,对每一个函数都存在某 
个，使如果务>饥,则有/€仏所以妒％因舄是有 
限集,故可数个并粲为可数集。 ⑻ 

例题 is 设 a 是饪一集合是2到集合 {0,1} 的 p 切映 
射所成的集合,证 明/与 刀的势不等0 


分析设』是任意集合， ^{0, 1>\要证明2与万的势不 
等，就是要证明集合 A 与集合万 之间， 不能建立双射。一般的，要 
证明两个集合等势，只要设法找出两个集合之间存在某一双射关 
系即可；由于不能建立双射，故不能用直接证法穷举各种可能倩 
况。因此本题可用反证法，即如果存在双射，将推出与假设矛盾。考 
虑到在定理 4-6.5 中 Cantor 钲明了 A 与妒 (A) 之间不存在双射, 
因此如果能眵证明£与沪 (A) 等势，再根据等势的传递性/就间 
接证明了 2与刀不能等势。 

为了证明£〜夕 (2), 就需构造一个映射 A 夕(幺)，使 

得 cr 既是满射，叉是入射。因为5 是乂— {0, 1} 的所有映射的集 
合，@(3) 是/的 子集的集合，因此要使^成为双射，就需使3中 
元素/与 A 中元素，建立某些联系，也就是构造一个映射，使由 S 
中的/映射为2的于集，这种恰当的构造技巧，完成了^是双射 
的证明。 . 

证明设任意集合 桌令刀 ={/!/: 』— {0, 1}}, 对任意 
定义為= O | a S 2 A /( a ) = 0夂因此為 Q 為即為 S 少。 

作 tr: 少 (i), 规定: V /€ 尽有 < r ( f ) =為。 

现在证明^为双射。 

首先，对所有 se 分 ( a ), 定义： a 使得 

“ 、 fo, a€S 

?04 卜 U ㈣ 

故 ffGB t R A , = S a 这说明对所有汉 e ^( A ), 必存在 g ^ B , 使得 
CT ⑻少 (2)), 因此 a 是满射。 

其次，设 <r 中有力 — 则必存在车使得 MMMa )， 
故必有'和 a 法』〜 或者是和 a 年于是有 
A fjf 即 <r 是入射的 6 

由上证明可知 f 是双射，即 B 〜孑(>4>。 

由 Cantor 定理知道与孑 (2) 不能等势，所以2与 S 也必 
然不能等势,因为否则由（山-功 A.(S 〜沪 (4)) 将有2〜妒 (4, 
与 CftllUH ： 窠理矛盾费 , 

jfc?7r 


C 习题与解 


«下列函数中哪些是入射的,满射的，或双射的 
a ) 1->1, /( j ) H ( mod 3) ; 

^ j 是奇数， 

0, j 是 偶数； 

0, ：?_是奇数， 


b ) /； N — N t f ( J ) 


e ) /: 及一 >{0, 


==.* 


3 是偶数; 


d ) I ^ N f f ( i ) = \2 i\-^h 

e ) /： 丑―足 f ( r ) -2 r -15 0 【4-1 ■⑴】 

解 a ) 是映射，但不是入射也不是满射； 


b ) 是映射，但不是入射也不是满射; 

是满射 i 
d ) 是 映射； 


e ) 是双射。 

4-3 令/:义一这里矣证明 

f(A) f(A-O) [ 4 - 1 . ( 2 )] 

证明设穿为任意元素，若— /( CQ r 则对 某个 ① e 
4但是对每个2€0, 因此有 o 。 因 ■ 

为少=/(>)，故有女 e / M - c ), 由以的任意性，得到 

4^3设 S = K &,叱 T ^{ V> q }, 作问有多少函 
数/,其中有多少满射。 

解 因为问 =3， \ T \^2, f:S — T ， 故共有函数为^^=8 
〔个丫其中满射为 2 X 卬 = 6( 个）。 . 

4-4 以下哪些是函数，哪#是入射函数，哪些是满射函数，对 
任意一个双射，写出它的逆 函数； 

t ) ff (^) - 1 /®j ， 


• E 0«^ 


c ) A ； ^ x hd - it .) 

a ) f t u , 2, S }->{ p , q f r} f 这里/ = {a 办 <1 矿〉， < s : 

p>h 

e ) g , N — N，g 定义为 g ( x ) -2®； 

f ) A : h 定义为 h { p ， v 、 =&+ i ，^+1> 0 1 

解 0 函数； 

b ) 不是函数，在 a =0 无 定义； 
o ) 函数，满脒 

d ) 函数，双射 ， rs 仇 t ry ^ il , 2 f 3}, 

这里广 1>, < r , 2>, < p , 3>}; 

e ) 函数，入射； 

f ) 函数，双射 hr 1 { x , y ) -<^-1,⑦一 ] 乂 
4-6 假设 / 和 p 是函数, dom / = dom ? , 且对公共域上所有 

/(®) 则/ = 5。 

证明假定 dora /=(3 om £^4 则 

/ -= {<®, ① fy } 

= {<>, V >\^ A 3 y = f ( x )} 

={<^ V = 9 ip )} 

={<^女>|匁 G ], 哪卜 g 

4-6 假设 / 和？是函数，证明： 

/£<；<=> dom f^domg 

且对所有 aGdom /, /⑷=30)。 

证明因为 /-={<^/(^»[^ Gdom /> 

g^{<p 3 JF (it) > i ^ e dom g} 

口歹玲对任意 <〜/( a ；)> G /, itGdom / 有2；£ 
dom f «<c, /O) >€/—<% /(00>€3) 且 ( 》 €30111/-^€ 政 0111 
p) 蝴 iom/&Jom 交且 对所有 x^dom^ f(p) =- 汉 ( 记)。 

4-7 假设 / 和？是函数，且有和 domiSdom /， 证明 

卜9 【4-1. (3)】 

证明由上式 / Eff , 我们有 dom/Edom g f 且对 V $€ dom / 


»2M ， 


冇 /OO = g (^) 。故得 rfom f = d o-n g /(>)=?(» 。所以 
f ^ K^j / ㈤〉卜 edom/}={<>, g(^)}\xedom g}^g 
4-8 假设 / 和 y 是函数，证明 /fig 也是函数。【4_1-(4)】 
证明 

ff]g = Kx , yy } x ^ domfAx ^ Aomg /\ 2 /= f ( x ) Ay - g ( x )} 

={<沈， y>j^£dom/ndom^A^=/(^) =?(^)> 

令办 =/0 &则 

dom {您 doin/n dom & f(x) =g( ： x)} 

若❸仏 因为/是@数，故必有 y 2 = J « 且 A 弄 
心，所以是一个函数。因为 <3 om A 存在思 妁妾办时叼弄 
仏即 

1 A = {<^ ?/>h€ dom h 7 y-k(x) -/(a?) =g(p)} 

4 9 假定 X 和 r 是有穷集合，找出 I 到: r 存在入射的必 
要条件是什么？ 【4-1. (6)】 

解设2和: r 是有穷集合， z 到: r 存在入射的必要条件 
是： 

i) \x\^\yu 

4 - 10 设 A 和万是有穷集合，有多少不同入射函数和多少不 
同的双射函数。 [4-1. (6)] 

解设么和方是有穷集合，且 | 乂卜' 要使映射 

/： 及力入射，必须有|2| < |_Bb 即在万中任意选出 

m 个元素的任一全排列，都能形成 五的一 个不同的入射，.故 
丑的不同入射共有： 

** 71 ( 抑一 1 ) (TC — 2 ) … （ii 一 77 fc+l) (个） 

又要使映射/: 2—5 为双射，必需有 ： f ^|=|^ j 0 
设乂 ㈣ …， a ^}, B = { b 、 则对 a ! 对应 
的元素共有 m 秤取法， 办 的对应元素在&取定后共有饥 一 i 种联 
法， a 3 的对应元素在^和 a 2 取定后共有 m —2种取法，依此类推， 
〜对应元素有 m — (>一1)种取法。故乂 A — B 的不同双射共有 





( w —2) … =^ n ] (个」 

设 / : N ^ N t 定义 9 i 函数为： 

\ f ( x ) 若① >ioo 

'/ O ) 若 ㈣ ⑽ 

证明 a ) /(99)=91； 

b ) f ㈤ =91, (0<^<100 ) o 

证明 a ) f (99) ^/(/(99 + U )) =/(/(110)) 

=f (110-10) ^ f (100) ^ f (/(100- hll )) 

^/(/( lll))=f (111-10)^/(101) 

=101-10 = 91 

b ) 证明可分两部分： 

1) 首先证明 /0)=91, 对所有 90<®<100。 

/( 90 ) = f ( f (101))^/(91) =/(/(102)> 

- f (92) ^ f ( f (10 S )) 

3) 二 /(99 X 由 a ) /(99) =91) 

2) 再证 /(£ t 0=9： l ，对; d <90 d 

设 a ?<90, 且设 S ； 为使得即<您+ 11友<1(>0的最小整数 ， 则 

/⑻=/(/0十 il )) 一 /(/(/($ 十 2-11))) 

=/^ +1 )(忠+11 •女） 

这里 90€： u + ll . A <100』 且 

由 1) 可知/(怎+11.*) ^91,因此 / Oc ) 

尸 ( 9 1);因为由 1) 得/〔 9 工）=91,因此对所有充>0,尸 (91) 二叫 
所以 f ㈤ - f u ( 91 ) =9], 对听有^<90成立。 

4-12 试证明 a ) f ( AUS )= f ( A ) U /( B ), 

b) f(AnB)Qf(A)n/(^). 【 44,(7 )】 

证明 a ) 设女 e/Mu 功 ，则存在怎 eaus , 使/(怎）=沒，即 

时有故因此 
P ^ fU ) Uf { B ) } 于是 /(』 LU ?)£/(^) u/(^) D 

反之 ，设妓 /(2) U / (五) 』 则有 3/ S / a ) 但或 
/( s ), 但或且女 e /( js )。 由 此有① €乂使 
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/( a ；) 二 i 或有3；6 5使/0&)=% 或有使 = 穿。 
综上可得:存在成 ius , 使 /» y 。 故 ye / C + UB )。 所 

以/(21|万)=/(4川/(五) 3 / 

b ) ©^ e / c ^ n ^), 则存在忠日溢 riB ， 使/(«0=沁即存在 

y ef(A)Ayef(B')^e (f(A) n/(^» 

所以 - /(』 riB )= f ^) n / CB ) 一 

4-13 假定 /: x — r , 定义兄妒( X ) —分 ( r ) 使得 /( A )- 
{ y f <^ 办对某些怎 € J .}。 对所有本 忑 €少(工)，问 
a ) f (2)—7 CB)f 成 立吗？ 

t ) 7(2 -万) g 7(』)-? CB ) 成 立，？ 

证明 a ) 成立。设 0(7(2) 二 7( 5 )), 则 必有： 

即对某个 y = S (^ K 但对任意$€戽 y 守 fix ')。 故对某个 
^ i & A - B r g^/OOP 

^ p € f ( A - S ) 

于是 f { A )- f { B )^ f ( A - B ) 

t ) 不成立。设有一个函数/不是入射，兑 X — F 令 

/(%)=/(疋《^且 A 令〜设2 = {列，咚 h 万={而},则 

•* 

♦ 

q }±^ A — B ? y -/(^0 

故 pef ( A - B ) 

但叼€ A , y = f { x ^) 7 x ^ B , y ^ f ( jx >^), E ( I 有 

s / e 7( z ) 八 ye 7 GB )^^ e 7(2) n 7 c ^) 

_ _ ，车 JUJiB ) 

于是 c ?(^> -7 ㈤ ，不成立。 

4-14 假定 /: 2 —見并定义一个函数 <?: 刀—穸 ( A ), 对于& 
€乾 ff (6)={® e 2 i / oo =6 h 证明 ：如果 /是 a 到£的满映射， 
则沒是入射的，其逆成立吗？ [4-1 , (8)] 

证明如果/是2到5的满映射，则对每个至少存在 
—个托皂使得 /(>) =匕故任的定义域为5。 

. C 

一霣 12* 
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若有心 b ,€ B : Kb 々 b 2 , 

因为 /(>) ¥/(>), 而 / 是函数，故所以 

Q { b ± )^ G { b 2 ) 

故分是入射。但其逆不真。 

例如 d = { ce , 6, c }， B ^{ x , p f s ;}， 则 

fi A->B f /(©) /(c) 

&： B ^{ A ) } (?»K 札 < Hv ) ={oh G (—0 O 
G 是入射，但 / 不是满射。 

4-15 若足则妒。 

证明 令 /e 乂 0 ，则 /eax /go x 5 。 

对所有托 o , 都有一个奴€4即？/€方乂使得 <6发>€/,因 
为/是函数，故 

〈①， Vl >^ fN < X f ；/ a > C f^Pl = ^ 

故/也是从 G 到 £ 的一个函数，即 f 。 

所以、 

4 16设 JT #0,定义/办 , iff ran / - ran^,/ f ?€ 尤' 证 

明厶是在上的等价关系，且存在双射 

黾 X x / S ^^( X )-{0} 

证明 （1) 对任意 ran / = ran /, 故/时的 S 是自/ 
反的，对任意/， gex ^ 

<f f S^T^n f^Ts^ng 

Oran 夕 = Tan / 〈 g^ /)€ S 

即汉是对称的 D 对任意 /, A h € X ^ 

if f gy 泛 S 卜乂 g, A> £ jS"^(raa / ^ ran g) A (ran g = ran A) 

=^ran/ =ran fc^K/j hy^8 

故 S 是传递的。 

⑶ 定义黾 XVA 、 穸 ( X ) —{0}』 使得少 （[/ iUhran /。 

必 ([/]5)"= 赍 （ [ 夕 ] 占 ) ^ran / - ran^</, ^>£ S^[f} B = 

I 


t 2^9 - 


故 0 是入射的。 

又如设」 e 妒( X ) - {0}, 则且 2 — 0。令定 


义爻叉 ― 么如下 : 


/(^) 


A 




a，x 牵 A 

则 ^ afls ) = ran /=」， 因此由是满射。 

故存在双射黾 d -( X ) — {0}。 
fl 7 设及为 实数集，令 Z = 若/,托弋 

夕>€ &逬对所有托 [0, i ], / (» - g ( a >)> 0 } 证明: S 是 

&是全序吗？ 


定义 </, 
" 个偏序， 


证明 a ) 先证 S 是一个偏序戋系。 

1) 因为 对所有 疋€ [0, : a 对任意 / ez ， 有 /(。)一/化）=0, 
故</, /> s s , 即 iS 在 JT 上是自反的。 

2) 若对所有 $ e [ o , i ], 若有/，#芩使</, ? > es , 且<分, 
则对所有$€ [ 0 , 1 ] 有 

/0)—夕 O )>0 且 g ( x ) - f ( x )^0 
故得 /(^) =^(*) 

即 S 在 Z 上反对称。 

3) 若对所有疋€ [0, 1], 有& A € X , 使得 </, € S , < g t 

h >^ S } 即对所有 aS [0, 1] 有 

/ 0) — sr ⑻ >0, ff ⑻ 一 k ⑻ >0 

则 /(» — pO ) H -^( a ?)— A ( a ：)>0 

所以对所有 1] 有/(>)一办(>)>0。故</, hyes f 即 S 在 

Z 上传递 D 

综上可得 S 是 Z 上的偏序关系。 

W 再证汉不是 X 上的全序关系。举一 反钶： 

设 ⑻ t — aj+L 贝^1 

/ (o) —; ^( 0 ) 二 一 1 , 疗 ( 1 ) — / ( 1 ) 二一 i 

故/和 i / 是不可比的，即 s 在 z 上不是全序关系。 

4-18 证明 a ) 若/: 刀是 入射，民氺是2的任意于 
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ft, 则 / U ,: A '— i ? 足 入射。 

b ) 假定 /: 土 是一个满射，证明若 P 是/对2的扩张： 
木则访 A — B 是满射。 

c ) 若是满射，则存在 使得： / U ' : 是 

双射。 

证明 a ) 令 oh , x 2 ^ A \ 假定 h 因为故〜吻 
但/是入射，所以 /(&)★/(〜)， 但長/1'(心）=/(而 )， _LL 

f A ' (无2) =/ (^3) , 故 

/及如） 子 /!如） 

所以是入射 Q 

b ) 因为/为满射，对任意 W 足必存在 < 尤使有/0)= 
&，但5是/对 A 的扩张，所以 g \^ f t 即得 〆 《> — /(«) = \故 J 
是满射。 

c ) 设/: 万为满射，若/是入射，则令，= 4。故/是双 

射，即是/=/^为双射。若/不是入射 7 但题设/是满射，故对任 
意 & G 5,必有⑽ …， 使得: /0® i ) = /(%)= … 

这里抑>1，对任意見都取定一个〜有 /( 办 ）=6*, 所有这些 
崦组成集合崖,则/ 1 X ,: 是双射，且立 aio 

4-19 i 到5的映射决定2的一个戈 il 分％义的一 个划分 

也决定』到沉的一个映射。 

证明 设是一个映射，先取成次令 

M /[>) = f { a )} 

次取 & SA 但&孕 E > L 令 

m ={ p € A \ f ( b ) 。陳 

再取托次但抑 M , c 牵 [&], 令 

io ]={ Z ^ A \ f { Z ) = f ( c )} 

依次类推，可对 i 的元素分类，设 

[*]j M , ."，} 

则 1) 所有 !>], 故 M ^0； 

2> 对任意 i >] s 兀和 [&] e 〜则 i >] n [&] = 0 , 因为若 [>]n 

*2 f 5. 



m ¥0, 则必有 A 使得此 M Awe [&], 与上述对 2 的元素 
分类矛盾。 

S ) …故冗是4的一个划分。反之，设 

a 2> AJ 是2的一个划分 t 即： 

A. = U jia U * ， * U 儿 U … 

对 所有; cS 笔必有且仅有一个 L 使得▲，作仍%使满足 
<p(^)^A h 即对任意八都唯一确定亦中一个元素故可得 
9 是满射，即存在 4 到 t 的一个映射。 

在下列习题 4-20-4-22 中，设/力集合 Z 到集合 F 上的映 
射，即/: X^Y 3 设次及为 J ： 的子集，则 有： 

4-20 试证 (f^A) U (f*B) =/*( AUB )。 

证明若 ye (/ M ) u (/* 5 ), 则汉或 ㈣ 介取如果分 
为真，则存在一个使得 ㈤ 。因为故有 
: re 』 us 且 ㈤ e /，(2 UB ) 0 对托为真时，情况与上 
述类似，故 

( f ^ A ) U ( f * B )^( AUB ) 

反之，若女则存在一个疋 SAU 式使得由定 
义或 瓦 即是女£/*4或夕€/*及为此对得 

f*(JUB)^(f^A)U(/*B) 

于是 /* ( 2 U 功 = ( /^) JJ (f^B) 

4-21 证明 n (f-s) , 举一个例子说明本 
題中包含关系一般不能用等号替代 。 

证明设 ye /* (篮 n ~ s ), 則存往一个象使得有女一 
f « 由定义和* e 及则 f ( x ) e /^ 和/ ㈤ s /* 足所以 

/ 0) e (/*』） n (f^B) 

这祥 ( f * A ) n (' f*m 

M ： 令 /: 丑―丑是由/0)=护所定义的一个映射，设 
_^ K，B = R + , AC ] B ^ 0 J 所以/ *( 尘门3)=0,怛 /*X = JB + U 

{0}, = 这样 (/ U ) n (/4)=札。 

4~23证明 一 £乂 举一个例子说明本 

♦ 21 B * 


題中包含关系一般不能用等号替代。 

证明若托 ( f - A ) - 则 yS / U , 且 V 故必存 

在一个卓使得 / Or) =女， 显然怎牵 B ， 因为若怎€良则 /($)€ 
/*耳与题设矛盾。于是一式且/ ㈤ 所以 

( f * A )^( f ^)^ f ^( A - S ) 

例如/: 定义/ Or ) =六设』=戽5 f*A = B^U 

{0}, /*5 =仏，则 

(/^) - ( f * B )= {Oh > (A - B ) = JR^\J {0> 

4^33 证明 

证明因为 = 但 

(A\JB^ J?)#/* (2 U 』） =f*B 

而由习题 4 〜 20 可知： 


MA\J B ) = ( f ^ J ) \J ( f - B ) 

所以得到 （/*2) U ( f ^ B ) = 

4-04 设 \ 6}}, 6}, 定义映射 

/： 为 /( a ) /(K b }) =6, ^/*K ih 并说明 

结杲可给我们什么启发？ 

解 /^K -= M , 这个结果说明在/( X )与之间是 

不同的，因为如本 例中: /0 K &})=&, 但奸={«}两者结果 
并不相同。 

4 r ~ S 5 设工={1, 2 , 3, 4}, 确定出这样的函数/:工—互，使 

得 /— h 并且是入射的，求出/。/=尸，/ 3 =/。尸,广 1 和/。广、 

是否能够找到另外一个入射函数便得但是穿。没 

【 4 - 2 .⑴】 

解任意一个{1 ， I S , 4} 的排列，均满足要求 ，如： 

/={<1, 2>, <2, 3>, <3, 1>, <4, 4» 

/'={<!, 3X <2,-1>, <3, 2>, <4, 4» 

/^{<1, 1>, <2, 2>, <S, S>, <4, 4» 

/- = {<2 J 1>, <3, 2>, <1, 3>, <4, 4» 
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/o/- 1 - {<1, 1>, <2, 2>, <8, S>, <4, 4» = l x 
另外如 P - {<1, 2>, <2, 1>, <S, 4>, <4, 3» 

分1，{<私1>, <2, <3, <4, 4>}^- J r 

*26 设 F 为函数簇 X '若/£尸,证明/是传递关系，当且 
仅当尸=/ & 


证明由习题 S -82 a ) 知/是传递的，当且仅当有/。/^，故 
本题只需证明当/是传递关系时,/。/^/巧厂-/即可。 

1) 因为/。/=/$/。/口/成立。所以/是传递的。 

2) 如果对任意… e /, 有由/是函数，必 
有 d ， 使 a ^ e /。 故〈％心6/。/。因为/是传递关系，故 

v >€ fK ^ Oe /, 必有<%心€/。但因/是函数 yy^s 
A <^, 故对任意<% 沁 e/-Kh 女>€/。/,得 /s 

/呔于是有即 

备~27设广2—耳且 B ^ CZB , atj f 表示4的一个子集， 

称作在/作用下，及的逆 映射： 广 1 (汉） ={_/&) €丑}令2土 
A 证明： 

a ) / cr 1 ⑻)或 

b ) 如果/是满射的，那末/(广 1 !^):^的 

d ) 如果/是入射，那末广: ( f(AX 【4-2 . (2)] 

证明 a ) 设把/(广 1 (及 )）， 则必存在〈/”(们，使得 
/(>) = A 故 / W € 万：即办 e K 所以 /(f ^ BO ) 

b ) 由 a ) 知 / cr 1 (贫 )） 匚丑。反之，若对任意 ye 丑，因为/ 
是满射，故必有喊广 1 …)，使得/以）1。 因为仿 e /— 1 (万0』故3/ 
Gnr 1 (吼 s ' e / a - 1 (及)），于是有 /( 广^的卜足。 

c ) 对任意/⑷ e /( i ), 因为牟故 /( 丄)[5。 

n/(A r ) = 丑：由 / ( 力） e 召 ' 得 ④ e r\f(A f )) r 所以 /^(/( 乂。） 

d ) 设则/ ㈤ e / y )， 在 /中必存在屹 
使得 /(> W ( X )。 因为/是入射，故必有$ = 〆 。即的丄，所以 


■ £fB _ 


f W-v/c 丄 )）， 于是 /-v / y)) 

4 28 设是复合函数： 

a) 如果是满射的，那末/是满 射的； 

b) 如果/。？是入射的，那末 g 是入射的； 

c) 如果/I是双射的，那宋/是满射的 j 是入射的。 

【4-2 .(3) 】 

证明设访 X -^ Y , /：:有 _ 

a ) 设任意吒&因为/ I 是满射，故必有使得 
/。〆怎）=2。因为/。？(>)=/(分(>)乂这里5(>)=女€7由/是函 
数，故每 个托: T , 必有使 z=/ ⑷。但每个 s 在/作用下都 
是 F 中元素的一个映象，由 s 的任意性，可知/是满射的。 

b) 设是入射的。如杲 g 不是入射，则必 存在巧 ★叫时 

/。夕(吻)得出/。？不是入射，与题设矛盾。 

c) 因为/叩是双射函数，故/。夕是满射和入射的，由 a) 和 t) 
可知/是满射的， P 是入射的 & 

4-29 假定是映射，使得是一个入 
射，且/是满射，证明5是一个入射。举出一个例子说明若/不是 
满射则 g 不一定是一个入射。 

证明假定不是一个入射，则存在扒和使得沁矣沁时 
有(的）=^(办）。因为/是 满射，对于奶 和办存在，必有 A 和 
^ 2 , 使得/(疋1)=少1, /(A) ^ 办。因为/是函数， 所以： /( 怎 1)— 
/(%)时办。观在考虑在別和巧时穿。/的值 

g ° f (^±) = glf(^±)l = g (?/ i ) = g{vA 

-?[/(^)] 

这与 ff。/ 是入射矛盾。 

例如/:丸―尽仍尽定义映射 如下： 

/⑷ g { x ) =4则^^是入射,/不是满射，但是？不是入射。 

4-30 设函数/: 若 x < y ^ f ( x ) < J { y ), 则称函数/是 

单调递增的。设/和？是在月上单调递增，证明 
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1) 若（/+9)(疋）=/ ㈡ ）+3 ㈤ ，则/十 a 是单调递増： 

2) 复合函数/ I 是单调递增； 

3) /和？的乘积不一定是单调递增。 

证明 1) 因为/和？是单调递增，若則有 

f ( x ) 

(/+5) (®) =/(» +?㈤ </C^) +ff(y ) 工 Cf+£f) ( 穿） ， 

所以 /+0 是单调递增。 

2) 若$<1则/(»</(少)且夕[>)<沒化)， 

f ° ff (^) == f ( g (^))< f ( ff ( p )) = pg ( p ) 

所以/。5是单调递増。 

S ) 令/⑷= 〆 *)=%则/和分是单调递増，但其积函数 

/*?(*) =/ f >)*?0)— 

在丑上不是单调递增 。 

设/: s 是一个满射，则可由/确定2上的一个等 
价 关系及 ，且存在唯一的双射尽使得/=/』％其中 T 是由 
/所决定的2上的一个划分， p 是4到 w 的满射。 

证明由习题 4-19 知，/ 决定乂 的一个划分％使得有 

v ={ W , 肌 M ，"} 

对任意 l >] e % 有 

且 /(^) =/(«)} 

由定理 3-10.3 可知么的任意一个 划分％ 必可诱导确定一个等 
价关系使得有 

« H 6 ^M - [5]^/( a ) -/(») 

为此可说、/确定了 2上的一个等价关系。任敢[>]€% 令 f 次沉 
— A 使满足 .• 

现证 X * 是双射。 

1) /』是映射：因为若有 M =[&], 则 ㈤ 匕由我们定义， 

⑷故是兀到刀的一个映射。 

2) 心是满射：对任意因/是满射，故必存在 
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但即对任意 必有 M € 阳， 

使 / j ( M )=6。 所 以广是 满射。 

S ) A 是入射：设有|>], !>]€%且 M — M , 则有 < u /> 在 
尽故/ ㈤ #/( A 为此即/』是入射的。 

由1),2)，幻可知力是双射。 

4) 再证存在设奶益—亦是一个满射，且满足对任 

意 A 有炉 O ) = [ a ] 。 任取 c ®€ 

(f^<p) C«) ， H>0)) -f(a) 

所以 

5) 最后证/』是唯一的。 

设另有私使得办。? 且仏 I (W 卜/ w ，设 有 ； A ★如则 
至少存在一个《€為使得 

/,( M ) ^^( M ) 

故 （/ 抑 )W =/ 〆—)） =/^C M )=/(«) 

ig^<p) («) = gA(< p («)) -/(») 

与假设矛盾，所以 

fd = Qa 

4-33 设/: g ： F — 设 gnf •为 X 上恒等函数，证 

明/是入射和 g 是满射。 

证明 1) 因为？。/0：0 故必存在使 

a ? i > €同样也存在 A 使 <吻，^>6/, < d , x s y €5^0 
若但/(別）=/(巧)则足但苁是®数，若 c = 4 则 
穿0)= 〆 幻，则幻=吻矛盾 。 故/为入射。 

2) 若？不是满射，则必有某个⑦ ei 对所有代广穿⑼士 
^ 但？。/{»吣故必有某个 ceF , 使得 o , c > e / A < c , vyeg a 
即存在托 r ， 使得 3 ( o ) 矛盾 。 

所以 g 是满射。 

冬33设证明对所有/,夕 ex \ 若则 
当且仅当 A 是一个入射。 

证明 1) 假定/, A 若如果 /=y 可证 
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办必是-一个入射 Q 因为若 A 不是入射，则必有〜 叫 使&(%) 
= 时定义两个函数 A /如下 ■■ 
g ： A 使对所有有 〆 Of ) —巧 

/： 使对所有 aex , 有/($)=% 

这样，/，</€^且 心 /^ A 。 仏但/ ㈨ 尹 〆 怎）与题设/=?矛盾， 
故 A 必须为入射。 

2) 反之，假定^/=办。 ？ 旦方是一个入射，若/# 5 则对某个 
^ i€X 有 /( 叱） ¥^0；1)』但 

这说明当 /0^)# P ( A ) 时， 

k ( f (^ y ) = h ( g (^± y > 

故 a 不是入射,与题设矛盾，于是 

f = 3 

4^34设证明若则对所有/， geX ^ J ^ 
p 当且仅当 A 是一个 满射。 

证明 1) 假定若/。々=夕。\且/= ? ，如果 A 不是一 
个满射，则必存在 hex , 使得对所有 h (^ ^ x t> 因为 
所以 x 爹 {&}, 故必有而 ex 且灼乒〜定义两个函数 
如下： 

L 使得{?卜当以1且_ 

^ / w = 

?：叉 — X，使得对所有X有 
这样/⑺⑻）=£^(念)），但 jVtf 与题矛盾.故 A 必是一个满射。 

2) 假定 /° A =- fA , 且 A 是一个满射.若/_1则必存一个' 
G A 使得 /OO ^ g (^1> , 因此对所有托 X 』必有 k ( x ) 因为 

否则 /( AOr )) 即： 

f ^ h { w ) ¥= g ° h ( a ^ 

与题设 = 矛盾。但若对所有 ae JT , A (>) 乒则 A 不是 
满射 ，于是 /=A 

4-35 设/ ; 证明， 
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1) 若 则 /= A ; 

2) 若 

证明 1) 设 aex , 因/是函数，故必有某个 vez , 使得 
但 / cJz ， 故<>, y >& ix ? 即纥于是对任意 aez , 
必有疋>€/』所以<〜^> e 吟€兑即得 

/。 

2) 设对任意<% 少 e /, 则故因 
为 r z e /, 得<% ^> e / A <^ ^> e /, 但/是函数，故$=?/，所以 
<% 夕 > eJ ^ 即于是/=4。 

4-36 设 f : I—A 抑为正整数 , 使褐尸=1工(尸 +1 =/浐。 

r 。/), 证明/是一个双射。 

证明设仰=1时，/ = 故/是双射，当 《>1 时， 

若/不是入射 ， 则必有使办★吻时有 /( A ) =/( a ), 

即 怎 財有/* _1 «/0^) 口尸 _1 。/(巧），故当您1弄吻时，有/ "( A ) 

= r (^), 即 r 不是入射的，但与假设/ "=71 矛盾 。 故/必是人 
射。 

其次若再假定/不是满射,则必有 X ，使得对所有 X , 
/ W ^ V , 为此可推出对所有 Kir , KfU ) 外 这样广不是 
满射，但尸是满射的，与假定矛盾。 

所以/必是一个双射。 

试证若/: 负五〜次且？。 /= h ,/。. 产廁 

9- f -\ 且卜 ST 1 。 [4-2. (4)) 

证明因为 = 故有沒。/(此）= 〆 /(&)) 

= 〆 /(%) ) =叫若 ％ ^ a Sr g ( f ( a ^) )— 〆 /(%)),所以 /(W ★/ 
( A ), 即/是入射的。 

又，对任意这€^■有？。/0); 〆 /(») 即 存在； f ( a)^b 
e A 使得 g ⑻ = 化因此 p 是满射的。同理可证，若/。？= J &则夕 
是入射和/是满射的，故由本题条件得/和 s 都是双射的 g 

现在设有 6> e /， 因为<七 心 故必有某 
个 c £ 式使得 e >£/ 且<<?; «>€《，由 


cy ^ f^b = c 

因圯 <&, 

反之，若<&』《>€义由故必有某个 c ? e 义冶<&, 
d > eff \< d f &> s /， 由 

I 

< fi , «>€^ rA<& J 

因此 <七 6>€^ 

上述证明得到 <«, £>€/ 当且仅当 <6, 心€仏所以且 

掌 = S ‘\ 

4-38 证明若(没。/)— 1 是一个函数，則/和夕是入射不一定 
成立。 - [4-2 , (5)] 

证明设 / = {^ij fea/j 方 4>} 

兑 = { 〈 &1 ， fH>j 〈 & 霣， C：tX <& 3j Ca>, 

则 9°f=K^ Ci>j <^ 3j C 5 X C 3 » 

( ff ^/) _1 ^{<^ « 1 >, a 2 >, < o & , tfs » 

是双射函数，但 ( p 。/) ― 1 ?不是入射。 

4-39 设？ >是2到刀的映射，态： TGJ ?， 证明 

1) < p ( jp ~^ T ) = T [\ 9 { A ), 

2 ) <p(snp~^T)=g,(S)nT 0 

证明 i ) 对任意 sepO — kr ), 必存在一 vr , 使得 
pO ) 二6且？即 ser 。 因为奶] — 故有沪 
而6=0{>)€史04),所以由此 

9 { 9 ^ T )^ T [\< p { X ) 

反之，对任意 fcerr ^ M ), 而 ser 且炉(冯，故必存在 
“€本使得 〆 《) = &且以厂 1 #,有 fee 炉 o ” vr ), 所以 

Tn ^ A ^^-^ T ) 

因此 Tr \^ p { A )^ 9 (< p -^ T ) 

2 ) 对任意&€?>(沒|> _1 €),则存在 aesrv - vr , 使得 
9 ( a ) = b t 即 aS 見且炉 — VP 。 因此炉⑻ Sf (6 f ) 且 〆 a ) £ 2 1 , 
即 WKS 0 且6€咒得到 ierr ^ osOu 所以 

g >( sn ^ T )^ Tn ^) 



反之，对任意有且故存在 ae 
汉，使沪 0) — \ 且 ®e < p 〜 t , 即 sn < p ~^, ^( adeq >( sr \< p -、 
t ) •椒 bGpisn ^^ n ， 所以 

4-40 设 / 为集合 z 映入到集合 r 的映射 ,4 和云为 r 的 
子集，证明 

(广 、』） n cr 1 *®) ⑽ 

证明 1) 若 < ( r ^ A ) n (/-、石)，则 且 < 

fS 即是 / o ) e 』 見/⑻ e 足所以 / o ) e 4 riA 所以沉 e 
广 i ( AnB )。 _ 

2) 若沈 e /- 1 *(a n 切 ， 则/ ㈤ e 』 n 足即/ ㈤ e 』且/⑻ 
e 矣所以 xer 1 ^ 且必 e m 所以公 e ^ r ^ A ) n (广〜 功。 

由此证得 ( f -^ A ) n ( f - 1 ^) 

♦*41 证明任意一个非空集的反映射是非空的，当且仅•当/ 
是满射的。 

证明 1) 设 /: X —： T 为满射 且』 妾江则必存在％ 
使得代岑因为/是满射，故必有一个 CT 使得 /(>)=A 而这个$ 
是属于这说明，若/是满射，则任意非空子集的反映射是 
非空的。 

2) 假定/不是一个满射，则故集合 
r - f * x 是非空的，但它的反映射为空，这证明了若/不是满射, 

则存在一个非空集 ， 它的反映射为空^ 

设 /: x ^ r , A ^ r ? 证明 

f*(f-^A)^Af\(f*X) 

证明 因为广叉，故由习题 4-23, Mf -^ A ) c /^ X , 

但托 /• CTkA 也表眾存在一个$€ 广 1 * 式使得女=/00且以 S 
皂所以 

/•< m 4 nc /* x ) 

反之，若 W 门 C /* X ), 则女€』且 V ^ X M 故得到女€木 
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且存在一个霉 e x , 使 y = f ( x ) 0 而一方 面有: 故 2 /ef 
(广即 

由此证得 /*(/- v 4) p 豈 n (/^) 

4-45 证明若 F , 则： 

a) f^(Af]f-^B)^(f*A)f]B ； ' 


b) Anr ^ B ^ r ^ uj ^ n^]o 


证明 w 先证 /*(』r\rvB)G(/“）r^。 

-C/^)n(^n/*x) 

= (/* a ) n ( f * x ) r \ s = u * A ) n b 

再证(/以） n 广、切。 

设 ve (/* a ) n 尾则汉且岁 e 足所以存在一个 ®e 木 
使得 />)= 扎因为/0)€見我们有所以有災 6(2 fl 

. 综上得 m；a nr 1 ^)- ( f * A ) n b 

b) 设怎 e^ 则/㈤牟所以 o ；€ 广所以我们有 

由习题 4-40 知 

f- 、 (f*A) f)r^B=r^i(f^A)nm 

于是得 a nr 、 虹 f — 1 ， cc/^)n z?] 

4-44 设函数? :吝 — A 证明： 

a ) /:? 7 ^ &有一 个左逆，当且仅当 / 是入射的； 

b) /:? 7 —&有一个右逆，当且仅当/是满射的； 

c) 若 P 是/的左逆和右逆，则/是一个双射，且气 

[4-2. (6)] 

证明 a) 若/存在一个左逆 A 则 ff。/ ⑻=之故 ff。/ 是入 
射，由习睡 4-28b) 得到/是人射的。 

反之，若/是入射，/: I 7 —选择任一元素吒八定义穸如 
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下 丨 A 使得 

若且 / co =* 

\ 9 (^)= o f 若埒 /co 

对每个变元 s€A 只有一个值，且若 /(0= L 则 p /(0- 

故 y 是 / 的左逆，即若 / 是入射的，则必能构造函数 1 使 
沒为/的左逆。 

b ) 若 f 存在一个右逆，则 foff ( s ) = S } 对每个 &因 为沒是 

函数，必有 V 00 旦/ W = L 故/是满射的。 

F 之，若/是满射，即对每个纥则至少存在一个使 
fd ) = s f 现构造 p 如下:对每个 §e s 有 

⑴若仅有一个； er , 使则取 〆 

(2 ) 若有 t lf t 2j …， ®/{4) = fCh ) =-^ f ( h ) ^ S 0 

则取某一纥 使 〆 这样对每个 s€A ? 只有一个值，且 
/。；^)=仏故分是/的右逆。 

c ) 由上述 a ), b ) 可证得^是/的左逆和右逆，则/是满射和 

入射，故/是双射，由逆函数定^证# 

4^*5 设定义7:分( I )—夕 CO , 使得 

办€/，对某些忠£乂} 
r ( B ) = y > e /, 对某些汉€丑} 

a ) 设/:叉证明户是满射当且仅当/是入射； 

b ) 设， X — F , 证明户是入射当且仅当/是满射 Q 

证明 a ) 设/是入射，令少( X )，旦 7(4)= 足根据题 

段条件有 —— _ 

7 r (B)^J%f(A))=rof(A) ^_A 

即对任意妒 ( z ), 必存在少 oo , 使得户 ( s ) 

所以7。是满射。 

反之，设/不是入射，则必有吻，吻 ex , 使得 /( 列）*=/(吻〉 
但心#：^若心€户(万乂则因 /(>!)=/ (办)，成有 

^7° (B) , a r iB) ^ {^} 

若喊 7 C ⑻ ， 则显然 roe ) 手{巧>,由沘得到对任意 i ? s ), 
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{叫}—尸(五)， 但 {^} e ^( x ) 0 
所以 r 不是满射的。_ 

b ) 设/为满射，如果户(私）^?。(执)，对 任意扒 €庆，因为 
/是满射，故对某个 $ ex 必有女即 

所以对某个势 e 馬有/⑷=九因为/是函数> 故 

y ± (^ 1 ) 八办=/0*0"^^1=於 

因此馬，即及 & B S 。 同理可证历得到丑 l = 艮。 

所以7 6 是入射。 

_反之，若/不是满射，则必存在一个於€1"，使得办牟 /( 工)， 
甴？ 1 的定义可得 

f c ( 0 ) = f °( m ) 

但0 ★ {仍>, 所以？ 不是入射。 _ 

^ 4^*8 m t 对所有户的定义如上题, 

r ( A ~ B ) = f ( A ) — ?(功成立吗 ^ 

证明成立。因为对任意当且仅当存在一个 

当且仅当 

即 (户 U )_ —户(丑)_) 

所以有 J c ( A - B ) = f c ( A )^ r ( B ) 

4-47 设对每个令為€穸(叉乂证明 

1) /( ruocr ^ c 立)成立； 

iei i €/ 

2 ) 对给出一个反例说明不成立。 

<£1 *=1 

证明 1) 若為)，则必存在一个6使得 s ^/ o ) 且 

4€1 

对 p 有 i €_ r ， 仿€在，这就推出,对所有因此 

门似)。 

4 C 1 

所以7 (门為 ） E n ?( 厶）成立 Q 


2 ) 设 J = ^o={0, 1>, = R 礼有 


/={<0, 0>, <1, 1>, <2, 1» 

则 7(^ 0 ) = {0, i} t f(A^ = {(y, 1} 

故 n/(^)=R 1L 

tei < e / 

所以 n K 4) e 7(「 m . o 不成立。 

fe/ i^i 


4-48 证明，对于所有的方有 


a ) ^ a ( x ) <如»,当且仅当 A ^ B ； 

b) i/r AnB (>) =rrdn(^iO) ， 如 0)); 

c) ijbuBOc) =^max(i/r A (a?), 


d) — hX 

证明 a ) 设 对所有 

也 I ⑻ <如卜)，故 如⑻ 得 aS B , 所以 A ^ B 0 ' 
反之，若对任意 ® 有下列 情况： 

1) 义则心 ( 尤） = 如 (» = 1; 

2) ^ A } n { xeB,Ma>) ^ 0,Mx) ^ 


ip A (^) = 0j 如 (必) 

总之， i/uOX^OtOo 


Oo 


b ) 对所有丑, 


1) 

cs^A f) S^a;^ A A^G B 


今屮及(①) =lAih( x ) =1 

所以 

如 ip ⑷， inin0/u ⑷ ， 如 (《))=1 

2) 

iXi^AflB^a^^A\/a>^B 


=^/u(a：) =0V th (① ）=0 

所以 

^b(^) = min(^0 ) ，如(疋)） =0 

n 



c ) 对所有 忑， 

1) A U B^io^ A\JB 

4 心 00 = i V 如 0®) = 1 
所以 ^fAUB (®) * max {x), 如 (»)-4 


【4-3. (1M 

^=1 。因为 


• »0* 


2 ) 

(^) = 0 八如 ㈤ = 0 

所以 ypA u b (^) -= ( \p A (^) 

如 (>))^0 

总之， 1 「 

^ ujj (^) ^ max ^ ACa :)^ 屮 B 0)) } 

<1) —瑜 AriwOO ! 

^ 小 A (p) - \^jt (x) _ L _ 

=屮入 ( x)*(l — ifr B ㈤ ） — I 

^ C ^) — ip A (^) *^B (^) ^ 

r ‘ _如00 — 怎） 


^ a ( t ) 


图 4-1 


4-49 设五 =[0, 1 L 4 = 1]， 画出心⑻的图 


解 


^ aC ®) 




【 4-S ■⑶】 


0 


4 ] 


其图如图 4-1 所示。 

4-60 设汉， （ in 及） u (〜 incouCBno ), 这里么，丑， c ? 

是全集龙的子集，对于扒⑻，6化)和如 0) 的值的所有可能组 
合，试求出如的值 3 并构成集的成员表。 【 4-3.(3 〕】 



设么召焱 E 上的两个樺糊子集，它们 ㈡ 并集， A\JB 
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和交集 sn 占都仍然是模糊子集，它们的隶属函数分别定义 为： 

O r =A\J = max fjbn) 

g'= ^ D - min p ， b) 

证明模糊集 U 和运^满 i 幂 ‘律， 交换结合律，吸收律，分配 
律等【4-3 •⑷] 

证明 1) 4为 E 上的任意模糊 子集： 

A^C^f^= max ^a) = 

所以 

t^y I xv# k 

g 0 ^ = niin (/^^j jjia) ^ f^A 

所以 Af)A = A 

xs ^ 1 - 

2 ) 设 C ， 乂 U5 台 P^ = max(iiA, ㈣ ） 

yv — 〜 

=max (ubs a a) \J A —G 

所以 AUB^BUA 

同理，设 O f = AC \= mm (^ a , I ^ b ) = inin (㈣， 

^ Bp [ A^G 

所以 〜 Af \ B^BnA 

^ ^ 

s) 设 C f = At\(A\^ B)^fi Y = min^, mas (j^± f ju-b) ) - fiA r 

所以 ^ ^ 

同理，设 

C r ^ A [) (A n B ) = max(^ , minO 名， ^)) =f^A 

所以 AUUf ] B)=A 

4 ： ) 设 g’=4fl ( 吞 (10 片 minC/iB, fic)) 

— min {min ㈣ ，^) = (^ ft ^) fl ^ 

所以 一 ~ 

同理 O f =AU ( 吞 U£) 玲 w = maxO& max(^, ㈣ )） 

«mas (max 叫 )， ^ (^\J S) \JO 

所以 AU ( f [ JC)^(AllBfuQ 一 

5 ) 设 C «= 劣 U (5 A g)max (从 」， min C^g, ^g)) 

弘聋 ), u^)) 

； ^O f ^(A\JS)f\(Aljg) 

§ « 


*Jf1 < 


所以 蟲 u@n2) = (4U ； g)nQU0 

同理，设 C f ^Af) (B U O ) — min {fLA ? /Xc)) 

=max (min (汉如 ㈣ ） r min {^ a , f ^ o )) 
^ G ^( Af \ B ) U ( AnO ) " 

所以 An ( BUC )-( Af ) B ) u (^ ng ) 

4 e » 设軻: z —{0,1} 为工的子集益所定义的 X 的特 
征函数，证明黾 ^(X)-^{0 3 1 尺是双射。这里也 I ， 

证明 畓是沙 ( Z ) 到{0, 1 严的一 个函数，假定公(2)= 
^( s ), 则〜=如。对所有和 ㈤ ，因为 
iv ) ^ ( y ) = i 万，即 2 二 _ B 。 所以由是人射。 

对任意 / e { o , ip , 定义』= ■^卜 ejfA / ㈤ =从则 」 .s 
妒(工）且 ^ U ) = f 3 所以否是满射。 

*■83 设 FOr ) 只有有穷个值，试用特征函数表示 iT (>)。 
解设巧 益― B 为函数，且心…，办山 匕寺 ~当丢 
— j 时，定义次=如1/(>)=心：^1<*<«,显然有 

^ Cm , 

ft»l 

a 当以 j 时厶 ru 广 0 。所以可表 示为： 

F(x) ^ 2 A*( ： C) 

*=1 

4-64 U 4 是什么 ， fl 4 又是什么？ ， 

解 4 = { 0 , {0>, { 0 f {0}}, {0, { 0 h {0, {0}}}> 
U 4={0 f {0 } f {0 f {0}}}^3 

f ]4 = 0 = 0 

4 彼设乂 = {1},计算 U (^), U ({2}+)。 

解 A ^ AuiAy - uyumy-ih un 

u u + ) ^ u a m 卜 u {{0>, {{0>» 

- {0, i 0}}-2 

U C( 2 >"> - U «2> u {{2}»=U{2, {2» 
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- U {{0, {0», {{0, {0»» 

- {0, {0h {0, { 0 »> 

= { 0 , 1 , 2}^S 

4-6$ 怔明若 a 是可递集，则 V 是可递集。 

证明 a ^^ aUia } 

U = U («ll W ) = ( U «) U (U W ) ^( Ua ) Lla 

因为 a 是可递集，故 U 由子集定 理得* 

(U«) 

所以是可递集。 

*~ S 7 试证幺是可递集，当且仅当孑 (2) 是可递集。 

证明 1) 若泛 ( J .) 是可递集，则少 ( A )。 由习题 B ~9 

^(A)^(^(A)) 

故穸 (2) 是可递集。 I 

2 )若少 C 4) 是可递集，则 U 穸妒(4)，但是 U ^( A )- 
^^故有少(4乂由可递集等价定义，所以乂是坷递集。 

4^58证明 若溢是 诃递集，则 U 2 也是可递集。 

证明因为益是可递集，故有 U 2 G 2。 对任意 I / SUA 必 
有木所以次得女〔 II 』。因此穿 e U u A , 即 LU 

是可递集。 

4-69 假定2的每个成员是可递集，证明 ： 

a ) U 乂是可递集； 

b ) na 是可递集(设 2 是非空集)。 

证明 a ) 对任意疋€ 1)』=>3访€4 a ^ UA , 因为《 

是可递集，所以 

xec ^ cc ^ a^uA 即 公 

所以 Ui 是可递集。 

b ) 对所有庄€ n 4=^ ea / Vtss 』， 因 a 是可递集，故记€0, 
Va € A ^ ic ^ a ^ Va € A y 故对所有奴白疋则 a , 且 VflS 即对 
任意 uS % m 6 0 A 所以 ^ f ) A Q 故由此证得 

疋 € CiA^^nA 

于是 nz 是可递集 ( > 
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4-00 设汉为集合<1， 0 > P 

a ) 试找出可递集使 

b ) 试找出可递集使 

解因为 a , o>=ujk { i , m = U 0 }, { 0 , 10}}} 
Tt={{{0}}, {0, {0}}, {0h 0} = U]h 2, 1 ， 0} 
^-{{{{ 0 }}, { 0 , { 0 }}}, {{ 0 }}, {{ 0 , { 0 }}, { 0 }, 0 } 
= {Wh 2}, {1}, 2, 1, 0> 

4^61 对下列每组集合 2 和見构造一个从2到刀的双射 
函数，以说明2和 B 具有相同的势。 

汉) A =(0 f 1), (0, 2)； 

b ) A ^ N 3 B ^ NxN ^ 

c) A---=IxI f B^N- 

d) A^It t B— (0 7 oo); 

e ) A ^[0 } 1), 5 = (1 1] 0 

解岣作双射足使得/00二2仏益。 
b ) 设 ^-{0, 1, 2, 3, 4, 5, - } 

其对应 B 可按序偶次序记为： 

OX <0, 1>, a 0>, <0, 2>, <1, 1>, <2, 0>, 

<0, 3>, <1，吃汉 1>, <3, 0>,…} 

<0设/: 当 n 为偶数， P(«)=X(^4 - 

1) , 当 n 为奇数，故/为双射，令奶 NxN — IxI ’ g 为双射。 

arot^a + 吾 

d ) 设/:』->足 /㈤ - - -, 

6) 设/: A -^ B , f ( a >) = — |必+1 托 [ o , 1)。 

*-«8征明 ( H ) 与[0, 1) 等势+[0, 1) 与 [0, 1] 等势。 

[4~4.(2)】 

证明 a ) 设 A = { 去，香，… ，去 〆 ■，}，作/: (0, 1)-> 
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CO , 1) 如下 s 



0 办心八抑 >2 

./ ㈤ =吣怎£ (0, 1)—2 

b) 设^扒去，吾，士，…}」作/: [0, i)^[o, 1] 如下 { 


/(0)二0 

/( 去)=占 命 1 ，^ A 


if ( x ) t °. i ) — A 

4-63 若 x ； l 〜 x a 和 f x 〜 i%, ax,nr 3 = 0 } 
试证： U Yi - X s { jY So U -4. ⑻ 】 


证明 〜了 s , 均存在双射 /： Yx -> 

y ^^ fUg =\ j ^ h , ^U U F 〜现在证明 A 是双射 3 

对任意 aeXiUFh 必有 

故托或托而且仅有一式成立，若％€足1,则因/为双 
射，必有唯一女 s % 使/0)-=奶若 zeFi, 则因？为双射，必有 
唯 一 奸5^使〆 仏由所以 
在乃中，对任意$€ ZiUFi, 仅有唯一的女€ X 2 \ JY ^ 且巧妾％时 
^ V 2 , 因此 A 是入射的。 

其次，对任意代 x 3 u h ， 则托 x 3 或托} 因 n 6= 
0，散 ^2 M VGY 2 而且仅有一式成立。若托 Xi 因为/是 
满射的，故必有< 使/ Or ) 若 w r &因为 p 是满射，故 
必有 a ^ ei^ij 使 p 0*0 。纪，由 ^ in ^ i = 0 j 故对任一 u 

必有唯一 z：l u ，使 a 0) = L 故 a 是满射的。 

h 为双射，故 Xi u ru Y &0 

4 - 6 * 证明 [ 0 , 1 ], ( 0 , 1 ), ( 0 7 2 ), (_ 扣， + 印） 等势。 

解 a ) 作/: [0, 1]^(0, 1>双射 如下： 


定义 
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有 


' 去) = ^"对 rt>1 , V &A 

/(^) [0, 1] —A 

b ) 作仍汍 1)—(0, 2 ) 双射 如下： 

ff (^>) =2 a > 

c) 作& (-oo, +oo)4(0, 1) 双射 如下： 


办 (2) =jarc Z-\-~ 


4 r ~66 若 2 G 和苫〜 D , 证明〜 GxD 。 【4-~4,(4)】 

证明因为2 〜 C 和 B 〜 D , 故可作双射 /: A -^ Q ^ g , B ^ D 0 
并作 A : J 4 x ^ OxZ > 0 

对任意 b ^ AxB , 则《€牟 b £ B , 因 / 和 g 是双射，故 
必有唯一的 esc , 故 ◊，办 ecxD c 且若 < ai ，匕 > e^Lx 

- S , b 2 > eAxB , 则对应的应有 <巧， d ^ yeo % D , <0 a , d^O 
x 从如 <% 则 d ^>^ < c aj d ^ 0 

所以 A 是入射的。 


对任意 ◊, dy & Q ^ D } 则 ceo , 因 /, ff 是双射，故必 

有使 /( a ) = c ; bGB 使 即 

<a, by^AxB 

所以对任意 <心办 SCxD 必有 

h « a , &» = <c, ay 

所-以 A 是碑射的。 

因为 A 是双射，所以豈 X 5~ CXZ > 成立。 

4-68 证明： 若』 〜尽则 〜及。 

证明因为么〜故存在仍2 —足 使得 P 为双射。对任意 
/6尤定义丸 A 0 — l 为 rff ( f ) =炉。/，因为 p 为入射的，设有托 

则（炉°/=俨50今/ = ?， 这是因为若 （炉。/=炉。分则 
必有某个巧€0"，使得： f (^) 故有 

f ㈤ - g « 即炉不是入射，与沪是双射的条件矛盾。 
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因力 1 K /)= 炉。 = n 故 1 K /) = * KsO=>/=a 所以 
屮是入射的。 

其次，设办 ifrCtp ^ ok ') =^< pog)- 1 ok = h r 送里： < p - 1 。 hGA 、 
所以对任意 AS 妒必有 企,使满足 
屮是满射。 

所以屮是双射，故I〜妒成立。 

4-67 设2为任意一个集合， S 况，定义 S 为从 {0,H …, 
«—1}到4的所有映射的集合，定义 T 为 A 的元素的所有 n 元组 
的集合，即%化…， n>k€』} 证明 从汉到 r 存在 
一个 双射。 

证明 设 

T = A n ={<^a 0j &x r a 2j A} 

定义映射仍如下:对任意 / SS, 有 

ff(/) = </(0)，/(l), …，/(抑一1)> 

现在证明是双射的。 

假定 / l / 3 €A 且〜则对某个夂0<^<^/ 1 ® ^ 
故 ff ( fi ) — 因此分是入射。 

b ) 设有沒元组 < a 0j 0^…，令函数/为 
/:仇1，2,…，抑一1}4木对0<名<% /⑷="兩 

>则在穿的作用下，函数/的象是>。因此对任意一 
个% kAsr , 必存在一个 / e 汉使得 

ff ( f )^< f (0), f ( l ), /(«—1)> = <〜％, _*、 ff B _ i > 

拜此？是满射的，所以？是双射。 

4~68设 S 表示吻， _•+, 到 {0, 1} 的一切映射构 
成 的集合，即 

s = 仇 iy={f\f : A^{o, l}} 


求证 穸 (4 ) 〜 s 

任取 se 义则 se 沪(2)。 
作映射 A ; {0 7 1}，使 
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f ( a ))= i 0 ^ 

故 Aes 。 

设 & 妒 ( A ) aS ， 使史 
现在证明 p 是双射的。因为 

( 1 ) 设分 ( a )， 若札 ★軋则 

fjB^fst 

因此，是入射的。 

(2) 任取力令5产且/办）=1}，则 

故中是满射的。 

综上所述…为双射。故有 

少 ⑷〜 S 

(注由本题证明可紙妒(』)也可记为 ) 

4 69下列集合2的势是什么？ 

a) q >\ p , g 都是整数 h 

b) A = {< p , qy \ p , 2 都是有理数 }; 

c) J. 是由所有半径为1，圆心在 $ 轴上的圆周所组成的集合; 

d) A 是由实数轴上所有两两不相交的有限开区间组成的集 

合。 [^6*(1)] 

解 a ) 令—式使得 /(< p ， 公卜；>/& /为欢射，所以 
益〜見因为五 = 反 [ S ]= iV 故么的势负 N 0 。 

b ) 与 & )相同，证得瓦 

o) 因为圆心在 ® 轴上的圆周，半径均为1,故这些圆周的集 
合,对应于（一 OO, O0) 这个集合，所以其势为 W。 

d) 实数轴上所有两两不相交的有限开区间组成的集合，其势 

4-70 如果崖是不可数无穷集, S 是4的诃数子集则 （4— 
抝〜烏 [4-5. (2)] 

证明设軋则 P 不是有限集。园为 PLLB « A 亞 

♦ 

s 

、 I • 
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P 是有限集， S 必是可数集，于是 j 方可数集，与题设矛盾。故知 
尸是无限集。由定理 4-5. 2知 P 必含可数子集从设 Jf = P — 
Z >, 即 p =- mud q 

由因为 AB 为可数集.（刀1)功〜尽 
3/〜且 AffUDU 五 ）=0, ( Mf ] B )=0, 由习题 4-63 得到 

即4〜 P , 故 （盜一 B) 〜 d 

如果乂是任意无限集,血是一个可数集，则 
• ( A [ JM)^A 【4-5. (3)】 

证明设』是任竞无限集，见是可 数集： 

1) 若乂是可数无限集，则 2 Uitf 是可数集，故 

( AUM ) 

2) 若乂是不可数无限集，因为 3/— 见 Gj U 姬, 
由定理 4^ S .4, 邶一溢 n 见是可数集，但乂 Uitf 为不可数无限 
由习题4-70得 

但 —( ilf — anitf ) =乂 

所以 （2 LTJIO 〜豈。 

*-72 如果两集合和都是可数的，证明 i ： iX _ A s 也足 
可数的。 £4-5. (4)】 

证明设集合毛和^ 3 为可数的，则有 

…} ■ 

hj ^2 f ftt } 

作映象 /;‘ X 姐疋如下 ' 

f<^m f = w> 

则 / 是一个双射。囪为访汉 xW — 汉为双射， 

穸 〈 <m f ?i»(?»+n)(m+«+l) +m 

所以 」 a X ▲是可数的 e 

*-78 有限集焱和可数集方的笛卡尔积集 是坷数集 

b ♦ 





吗？请予证明。 【4-5, （5)1 

、证明设有限集为隼则是可数集，由习题丰-72可知 
WU #) x 丑是 可数集 3 UAxB ^( AU ^) xS , 且 Ax 刀是无 
限集，由定理 4-5.4 知可数集的任何无限子集是可数的，故 AxS 
为可数集。 . 

4^74若 沒为无 理数集，证明 K [ S 1 = K 。 [4-6. ⑹】 

证明设 Q 为有理数集,丑为实 数集/ 为无理数集。因为 Q 
是坷数集为无限集，由习题可知 ( SUQ ) 但 = 
所 us 〜 a 。 • ^ 

于是 S ： OS ]= K [丑] 

4^75令 I [ A ] = M , KID 2 =«。，这里洚足 i ) 

为互不相交集合，诳明以下各式： 

&) K IA U B] - 

b ) K [ A [ JD 2 = ^ 0 【4^5,(7)】 

证明令 h 为 [0, 1] 到』 的双射， 

Sb 为[0, 1] 到£的双射， 

U 为皮到力的双射。 

设？ 1: ( o , [0』 1], 

9 i <^) &2 a ;, 其它 
设势 1], 

ffs ( x ) ~2 x — l 

灼和汍是双射的，用这些函数构造 [0, 1] 到乂 U 刀的双射如下 s 

h ： [0, 1]^ A[]B 
办 Wa 。 沒 1 0) ,若尤£ [0, 吾) 
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因为 4 和 B 是不相交的，故 A 是从 [0, 1] 到 2 US 的双射，所以 

K \_A. IJ 5] ― W 

fc ) 因为反故乃为可数集，亙[4]=札』为无限 
集，由习题 4-71 nUUD ) 故 [[j u 刀]=瓦[/]=心。 

4-76 用定理 4-6.2 证明 [0, 1], (0, 1 L [0, 1), (0,]) 是 
等势的。 [4-6. (1)] 

证明 

1) 作/:见 1] C 0, : L ] 入射为/(»_|+去 

作卩:（ 0 , 1] 入射为 go ) 二力 

故 [0, 1] - (0, 1] 

2) 作/: (0, 1] —[0, 1) 入射为/(»香一~| 

作 ff : [ 0 , 1)4(0, 1] 入射为夕 (» =1— a ? 

故 ^ (0,1] 〜 [0,1) 

3) 作/:汍 1)—[0, 1) 入射为/化)=$ 

作仍 [0, 1)—(0， 1) 入射为穿(戊）= , 

故 [0, 1) ^ (0, I ) 

4) 作/: (0, 1)^[0, 1] 入射为/心）=® 

祚仍汍 i ]->( o , ：0为 ？ ⑷=音 + | 

故 (0, 1> - [0, 1] 

由上证明可得 

[0,1] - (0, 1] - [0, 1) 〜(0, 1) 

m 证明苹从2到丑存在一个满射，则 

K[B2<KIA^ 【 P6.(2 )】 

证明设 S 为满射函数 D 
构造函数 

f ^ = {< y , «>|<由，女>€/ 

且若乂中存在％，使/« 4，■% w } 则任取一个 W 使 



f—X 所以是入射函数,故 

4^78设及为自然数集，证明亙[少(及 )] =«。【4-6_(3)】 
证明 1) 先证兀[少(况)]<«。 

构造免 ^( N )^ LO , 1] 如下： 

对每个 NS 少(及)，即 S ^ N 定义 (/( S ) 这里函数 

S ( S ) 用二进制表示，且规定 

h = 0, (j = O f lj 2, ***) 

- ㉔ + i = l , 对 J’S 汉 

j 牵 8 

即是： sK ?0 = o , =^= - Oioiotot --- 

g { V , ^ 5 »-,0001000100010000— 

由 i ? 的构造知夕是入射函数。所以 ir [夕 
2) 再证《<尤[穸 ( y )]。 

构造/: [0,1]— 夕(足)，设^^义碑化…为成 [0, 1] 的二进 
制数表示，定义 /(>) = {) 卜广1}。即是 

f ( O )-0 

/( I )二 /(Jill …）=汉 

/(.10101010000...)={0, 2,分等 
所以/是 [0, 1：[到妒(況)的入射，敁 [ 泛 (汉 ) 由定理4~ S . 2 
可知簠 [穸 ( if )] =«。 

4^79证明五:1：4~6•⑷】 
证明根据定义 i ^={/|/: Y — 及}。 

1) 先证疋 [ f v ]<«。 

构造一个入射函数屮 (0, i ) 如下： 

设 /€ iV w 即/: N ^ N , 对每个汉使 /(€ 的二进 H 表迖 
式为〜现构造込〔0,1)定义？ (/) = (. 〜 2 % 2 。 2 別 2 …)其 
中2为分隔符。 

例如/: 定义为 /(>)== 如 

M /(0) = (0 ) aj /( I ) = (10),, /(2) = (100), 
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/(3)= (110) f (4)= 

g(f) - *02102100211021000— 

若 A : N—>Nj h ( x ) = Sx y 
则 = (0 ) 3j ^1) = (11) a 

h(2) = (110) aj k{B) = (1001) a 
h(4) = (1100) a*-* 
gQi) = , 0^1121102100121100— 

由穿的构造可知免 (0, 1), 是入射函数，因亙 [(0, 1)] 
所以叉[及灼<«。 

2) 再证 K <^[ i ^ T ]。 

构造入射函数& (0, 1)— 如下:设&€ (0, 

是®的十进制小数表示， [:如 0.2 = 0.1999“ ‘）定义 

使 / ⑼ f(l) /(2) =私…。 

由 S 的构造 可知以 i )-^ v ^ v 是入射函数 。 故 必有： 

S<iT[^3 

于是 KIN ^ 

4-so 设次及 d 都是集合，且 in^=0 』』 ni)=^n.E^ 
0 } KUl-a f Km-b, XLJy]-d 0 若定义 《+& = ^UU^l 
a* b^K[_A x B} r 求证： 

a) H + Wo-W ； ^ 

b ) 如果 则 《 s + d <6+ d ; 

c ) 如果 【4-6. C 5)】 

证明 a ) 令 及且 $>1} 

HAI 叫 

则 K [5] - S 0j Af \ B ^ 0 , AlJBcE , 故可作入射函 

数 /:(』 U 方 )— 尽所以亙[乂 U £]< M 。 因为式故 

I 

即 N <^ UU ^] 

所以 i ： UU - B ]=-« 


b ) 因为若则必存在一个入射 
函数見 

再定义分如下：月」刀,使： 

|兑00 ⑻，若托4 

1^(^) 若疋 

则 ？ 是从 2 UD 到刀 U 乃的一个入射，因此 

KIAUI>1<KIB[JD2 

由于= 故得 

OS ~hd<b ~hd 

e) 因为故存在入射函数/:乂—久 
再定义为 aAxD ^ BkD , 使得 

5«^ ^» - </(®), V > 

因力 g «^ t/i» =g C <^ yi>、 

有 </(^), Px> = <f(^) r P2> 

故 f(^i) =/(办) A?/i=ps 

由 / 是入射，# / fe) =f (^) ^ & 故有 <別，妗> = <而，奶>, 

于是 P 为入射函数 ，即： 


于是 od < M 。 

4-81 证明 5T[iJxiQ^« 0 


证明 1) 作/:月― (o 7 i), 定义为 


f(pG)=— arc (一 oo<o:<oo) 

PT Z 


即 s 〜(0, 1) 

2 )定义函数免 （0, 1) — (0, 1) X (0, 1)为 0>,故 

?是一个入射函数。但疋[汛 1)]=«=[[JJ], 所以 

反[⑼ 1)]«[(0,1)x(0, 1) 卜 rtxo, 1)]*[[(0, 1)] 

再设任意 A y€(o, 1乂 
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£P= .£»0^10?2^3**' 


P =^ ._边或3 … 

为十进小数的表承式，定义 A : (0, i ) x (0, 1 ) 4 ( 0 , i ) 

y 、/) =^, 这里 s = ,- - 
故 A 也是一个入射函数，因此 

坌[(0, 1)]<^[(0, 1)] 

即 _ g ： LR ] x £：[ ii ]< I [: JJ ], 或瓦 

由定理4~6,2 可知兄 [ iixiJ ] =« 0 

* «2设汉为基数的集合，证明在 S 上的序 关系# 是一个 
线序，在沒上的序关系气是一个拟序。 

证明勾首先证明在 S 上的序关系是一个偏序。 

1) 设在《上有一个基 数七令 』为一个集合， 使有: 

A 因为 A 是2到 i 的一个双射，所以/到 A 必有一个入射，故 
K 即故及上 < 是自反的。 

2) 设1 假定和由定理 4-6.2 可得 a = 6, 
故#在 S 上是反对称的。 

3) 令岣 &, c 为占的 元素，假定印 fc =^ j , 且设 HXi - a , 

K [ BJ = b , ZTO ] 由 a^b 故有乂 A^B 为入射；由 b < c ， 槪 
有 ff : 为入射。 设 由定理 4-2,2 得到 A 是入射，这 

里^ A -^ Q t 故即 < 在汉上是传递的。 

由此可知 <是汉上的偏序关系。由定理 4-6.1 可知，对基 
数 a 、& e 沒，必有0<6, b < a } a = 6 三者之一成立，故必有 
或所以4为 S 上的线序。 

b ) 对任意《£ A or < u 都不成立，故 K 是在沒上反对称的。 
又如设％匕（^&且瓦[2]=化 K [ B ^= b , KlO ]^ c f 如果 a < 
K 石则 T 

/； A ^ B 是一个入射,但不是 双射； 

?： 是一个入射,但不是双射。 

由定理 4-2.2, ff of ： 是一个入射且不是双射，故 

故弋在 S 上是传递的。所以 S 是占上 

的拟序。 
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4 83 设本圪 P 为集合，令瓦 K LB ： = 1> } KID ^ 
KlA \ JE \= a ^ b , K [ AxB ']= a * b , iT [2 p ] =< 证明： 

a ) a^ +d = a b ^ a 4 ^ 

b ) ( a - by = a d * b d ^ 

c ) ( a l ) 4 = a bmd 0 

证明 a ) 设於刀 和牟因为£门乃=既故有映射 
f , B \ JD ^ A 0 

枸造函数使得 P (〈仿 々>)=/, 这里： 

j /(^) =5« 怎 eB 

i lf(^) icSD 

函数史是入射，因此瓦 [ fxf ] 。 

再定义也乂咖 — fxA ' 使 iK / 卜 V A >, 这里 

f/W -g(^) f 

1 /(^) =h(x)^ x^D 

因为 # -纩 \ 所以 々也是 入射。则有 

K [ A B ^ D 2< K [ A e xA ^] 

于是 iT [_4 B u D ] =反 [2 s x ,即 J +d = 

b ) 定义屯 fx 沪 —( AxB )' 使得: 

沙</，於）⑷=</化)，分化)>(对所有①€刀） 

设 ❿ <U S ^> = ^< U 办>，则对所有有 

(②<九仍>) (» (否 〈九仍 >) 化） 

即 </和)， ? i (®»=</ aCa ?), ff » 

亦即对所有 $€1>有/；1(20 = f^(^)j ffi (^) =办(>)。故有： fi = f ^ 
9^ = 9^( y 即〈九~ ^fsj ffs >, 所以步是入射。 

其次，对 任意阳 ( A > iBy j k ( x ) QAxB , 设反⑷，“ 〆 ®), 
心⑻\则心£2' h ^ B D , WiOH f 沪。设由 (〈心 h ^) 

= K 则对所有 政乃有 

故由是满射的。 

综 _ t 可知少是双射 t 因此 
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KiA D xB rr \ [{ylx B) 1 ^ 

即 a ^ b d =^by 

c ) 设定义％ 如下： 

$>(/)={<〜 ^> i <^ i /> eoxa 匕且 〆 £)=/(<6, o »> 

设炉 (/:t) = ?>(D ， 则 

U > I <°. 9>^°^ ab , C »} 

= {< 〜 ff> I <c, s>^OxA s , gCb) =M<1, c»> 

对所有 &€ 五和有 

M<K c» 

所以 4M<P 为一入射函数。 

其次，对任意 AS 令/: S 

4 次使得 /( 〈匕 d» ^ h (d ) ⑻，则 

<P (f) - {<d, g> I <d f gyeO^A B Rg(b) ^/«&, rf»} 

= {<d, g> I g>e A B 且〆 b) = A(d) ⑻} 

= {<^ g>\<d, ff>GOxA s Rff^k(d)}=h 
故史 (/) 是满射。即 

所以 {^y 


• 247 , 



第五章代数结构 

A 内容提要 

1代数系统的引入 

n 元运算对于集合/和—个从到 B 的映射，称为集 
合2上的一个 n 元运算。如果五 G 牟则称该 n 元运算是封闭的。 

代 数系统一个非空集合4连同若干个定义在该集合上的 
运算 / i ^/ t …，八所组成的系统就称为一个代数系统，记作 <2, 

/ h >。 


2运算及其性质 


二元运 算的可交换性 设*是定义在集合 A 上的二元运算， 
如果对于任 意的％ 都有则称该二元运算*是可 

交换的。 

二元运 算的可结合性 设*是定义在集合 A 上的二元运算， 
如果对于任意的％ A 都有乂则称该二元 
运算*是可结合的。 

二元运 算的可分配性 设 △ 是定义在集合2 上的两个二 
元运算，如果对于任意的％ I zeA 都有 

別 ( f / A ^) = (®^)A 0衫) 

(^△ s ) 柯， ( j /* x ) A (公 * aO 

则称运算*对于运算 A 是可分配的。 

吸收律 设\ △是定义在集合 j 上的两个可交换二元运 
算，对于任意的 A s / SA 都有 
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o?A (^y) — Oj 

则称运算 * 和运算 A 满足吸收律。 

等幕律设*是定义在集合2上的一个二元运算，如果对于 
任意的牟都有则称运算*是等幂的。 

幺元设*是定义在集合4上的一个二元运算，如果有一个 
元素约 e 」.， 对于任意的元素益都有卽则称肉 为乂中 
关于运算*的左幺元；如果有一个元素对于任意的元素 
都有%则称〜为2中关于运算 * 的右幺元；如果4 
中的一个元素匕它既是左幺元又是右幺元，则称 e 力2中关于运 
算*的幺元 。 

零元设 * 是定义在集合2上的一个二元运算』如果有一个 
元素仿 €卑对于任意的元素盔都有 d £ s h 则称化为』中 
关于运算*的左 零元； 如果有一个元素扎£2,对于任意的元素 
0^4都有则称 心为 4中关于运算*的右 零元； 如果乂 
中的一个元素&它既是左零元又是右零元，则称 ❹为 A 中关于运 
算 • 的零元。 

逆元在<2, *>中，〃是2中关于运算*的么元。如果对于 
A 中的一个元素 a 存在着 i 中的某个元素 匕使得 b * a ^ e 9 那么称 
6为《的左逆元 i 如果辟成立，那么称6为 a 的右逆元；如果 
一 个元素 L 它既是 c 的左逆元又是 a 的右逆元，那么就称6是 a 
的逆元。将 a 的逆元记为^ 1 。 

定理 EM2.1 设*是定义在集合4上的一个二元运算，且在 
4中有关于运算 * 的左幺元咏和右幺元〜，则色一〜且4中 
的幺元是唯一的。 

定理 5-2+2 设*是定义在集合4上的一个二元运算，且在 
A 中有关于运算 * 的左 零元久 和右零元心则 6 i ^ 8 r = 8 f 且4中 
的零元是唯一的。 

定理 H 3 设<2, *> 是一个代数系数，且集 合漣中 元素的 
个数大于1。如杲该代数系统中存在么元0和零 元义则 

定理设代数系统< 為吣， 这里*是定义在2上时一 


« S49 • 


个二元运算, / 中存在穴元1且每一个元素都有左逆元 a 如果*是 
可结合的适箅，那么，这个代数系统中任何一个元素的左逆元必定 
也是该元素的右逆元 1 且每个元素的逆元是唯一的。 

I 

3半 群 

疒群一个代数系统<沒， *> ，其中 S 是非空集合，是及上的 
一 个二元运算，如果运算*是封闭的，则称代数系统 < S , ◊为广 
群。 t 

半群 柳 ，◊是一个广群:且运算*是可结合的，则称<及 *> 
为半群。 

独异点 含有么元的半群称为独异点。 

定理 6-3.1 设<& *> 是一个半群，万 Q 汉且*在刀上是封闭 
的，那么<見 ◊也是 一个半群。通常称 〈尽心 是半群<& ◊的子 
半群。 

定理 6-3.2 设<氏 *> 是一个半群，如果 S 是一个有限集，则 
必有使得 

定理5_3.3设<是一个独异点，则在关于运算*的运算 
表中任何两行或两列都是不相同的。 

定理6-3. 4 设<&心是独异点，对于任意％ &£；&,且七& 
均有逆元, 则 （ ii >4 有逆元，并且有(奶&广 1 ， 

6— 丄时， 1 ^ 

4 群与子群 

群设<6 *> 是一个代数系统，其中沒是非空集合， 奸是 & 
上的一个二元运算,如杲 

(1) 运算*是封闭的。 

(2) 运算 * 是可结合的。 

(3) 存在幺元〜 

(4) 对于每一个元素存在着它的逆元 ar 1 。 

则称◊是一个群。 
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有限群和无限群设<设，◊是一个群。如果仔是有限集，那 
么称 <(?, ◊为有跟群,中元素的个数通常称为该有限群的阶数， 
记为 |(?h 如果沒是无限集，则称<% *> 为无限群。 

置换设沒是一个非空集合，从集合汉 到沒的 一个双射称为 
s 的一个置换。 

等幂元代数系统<0, *> 中，如果存在有则 
称 a 为等幂元。 

子群设<6 ◊是一个群，汉是0的非空子集，如果<& *> 也 
构成群，则称 〈見◊是 *> 的一个子群。 

平凡子群设<6 *> 是一个群，<見*>是<$ ◊的一个子 
群，如果 S = {6 h 或者 S = A 则称诏， *> 为 *>的平凡予 
群。 

定理 54.1 群中不可能有零元。 

定理 54.2 设 <GS ◊是一 个群，对于％ &e% 必存在唯一 
的0?€6 £ ，使得仿*$ = 6 0 

定理 6^1.3 设 <GS *> 是一个群，对于任意的 h cSG, 如 
果有 = 或者 = 则必有 & = e。 （即在群中消去律成 

立 。) 

定理心4.4群◊的运算表中的每一行或每一列都是 
的元素的一个置换。 

定理 Hfi 在群<$ *：> 中，除幺元 e 夕卜，不可能有任何别的 
等幂元。 

定理 5-4.6 设<沒， 心是一 个群，<1 心是 <©, *>的一个子 
群，那 么 〆 ％ *>中的幺元6必定也是 〈見 *> 中的幺元。 

定理 5-4.7 设<<?，◊是一个群,召是沒的非空于集，如果 B 
是-•个有限集，那么，只要运算*在』上封闭 ，〈式岭 必定是 〈見 
*>的子群。1 

定理 6-4.8 设從 △> 是群，5是 G 的非空子集，如果对于 
S 中的任意元素 a 和&有《厶6<€&则 A> 必是<», △> 的子 
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6 阿负尔群和循环群 

珂贝尔群 如杲群<<?,岭中的运箅 * 是可交换的 ，则 称该群 
为阿贝尔群，或称交换群。 

循环群和生成元 设規 ◊为群,若在0中存在一个 元素心 
使得<?中的任意元素都由 a 的幂组成，则称该群为循环群，元素 
a 称为循环群 G 的生成元^ 

定理 6 - 5 . 1 设<$ 心是一 个群，<% *> 为阿贝尔群的充要 

条件是对任意的 b & G ， 有 

(a*&)*(a*6) = •(6*6) 

定理 5 ^ 5 . 3 任何一个循环群必定是阿贝尔群。 

定理 fr 5.3 设 < GS 心是一个由元素 oGG 生成的有限循环 

群。如 果仔的 阶数是'即6且 

& =^{a } a 2 j aP, a 11 』 1 ， a n = e} 

其中/是<»，吣中的幺元， n 是使# = 0 的最小正整数(称 n 为元 
索 a 的阶)。 

6置换群与伯恩赛德定理 

记号艮对于一个具有 n 个元素的集合;5,将 S 上所有 n ! 个 
石同置 换所组成的集合记作 

氐上的左复合 和右复 合运算设氏上的二元运 

算。和 ◊, 使得:? rr ^ Ta 和都表示对 S 的元素先应用 置换吻 
接着再应用置 换町所 得到的置换。二元运算◊和◊分别称为左复 
合和右复合。 

置 换群和对称群 <«~。>的任何一个子群，称为集合 S 上的 
一个置 换群。 特别地，置换群 〈氏， 。>称4集合$的对称群。 

置换群诱 导的二元关系设 <<?, 。>是《的一个置换群，称 B 
- 防 €0} 为由<見。>所诱导的5上的二元关 
系。 

不变元 如果一个置換将一个元素映照到它自身，那么，这个 
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元素就称为在这个置换作用卞的不变元。用中表示在#換® 
作用下的不变元个数 c 

定理 6-6.1 〈札，◊是 一个群，其中。是置换的左复合运算 o 
定理6^6 3由置換群 <©, 。>诱导的 S 上的二宂关系是一个 
等价关系。 

定理 5^6.3 (伯恩赛德定理）由 S 的置换群 <C ?, 岭诱导的 
等价关系将 S 划分所得的等价类数目等于 

I 

7陪集与拉格朗曰定理 

A , B 的积和2的逆设<仏◊是一个群 ， 4 Be ^( G)K 
S 畤0,记 AB = { a^b \ a ^： A f 刀]■和 A 

分别称为人£的积和 A 的逆。 

左陪集(右陪集）设 〈瓦 吣是群 〈仏妗 的一个子群，此化 
则集合知}丑 (JT{a}) 称为由 a 所确定的 H 枉 G 中的左陪集（右 
陪集 h 简称为丑关于 a 的左陪集(右陪集)，记为元 
素 a 称为陪集 (Ha) 的代表宂素 0 

定理 5^7.1 (拉格朗日定理）设 〈見 *> 是群<0， 岭 的一个 
子群么： 

( a ) 及={< 16>>£«^£沒，且『4£丑}是以中的一个等 
价关系。对于若记且<®,蜍€丑},则 Mu 

•<1丑' 

⑻如忍 G 是有限群， | 沒卜' | 丑卜％则 m 卜。 

推论1任何质敫阶的群不可能有非平凡子 f。 

推论2设<$ *> 是 n 阶有限群，那么对于#意的《?，的 
阶必是 n 的因子且必有 f = A 这里 e 是群<0^心中的幺元。如果 
n 力质数，则<0, *> 必是循环群 9 

8 同态与同构 

同卒设 〈凡 ★>和<足◊是两个代数系统，★和*分别是 d 
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和 5 上的二元运算，设 / 是从 2 到 B 的一个映射，使得对任意的 
1^1，有 / <2s) ^CiCi) C^a) , 则称 / 为由 « 到 

〈及* > 的一个同态映射:称<牟 ★> 同态于<足*>，记作 A 〜氏把 
</(4,心称为 〈牟 女>的一个同态象。其中 = 
aeA }^ B 0 

同构设/是由 〈次 ★>■<£』*>的一个同态，如果/是从4 
到 B 的一个满则/称为满同态；如果/是从乂到月的一个入 
射，则/称为单一同态;如果/是从乂到 B 的一个双射，则/称为 
同构映射，并称<』， ★>*<& ◊是同梅的，记作 

自同态与自同构设 <2, ★> 是一个代数系统，如果/是由 
〈為 女>到<2, ★> 的同态，则称/为自同态。如果？是由 〈毛 ★> 
到<』，★>的同构，则称为自同构。 

同态核设/是由群<化 ★> 到群<% ◊的 同恣映射，〆是 G' 
中的幺元，记 Ker(/) -{ cc \ x ^ G 且 />) 称 Kot (/) 为同态 

映射/的核，简称为/的同 态核。 , 

同余关系与同余类设+>是一个代数系统，并设及是2 
上的一个等价关系。如杲当 办〉』 6 a >G』 时，蕴涵着 <&★ 
6i, a 2 irb ^^ B 3 则称 ii 为 A 上关于 ★ 的同余关系。由这个同余 
关系将2划分成的等价类就称为同余类。 

定理 5-8.1 设 G 是代数系统时集合，则反中代数系统之间 
的同枸关系是等价关系。 

定理5~8.3设/是代数系统<牟女>到代数系统 〈足妗的同 
态映射，如果<尤 ★> 是半群(或独异点，或群），那么在/作用下， 
同态象</(4), ◊也是半群(或独异点，或群\ 

定理心8.3设/是由群 ★> 到群识、 *> 的同态映射，則 
/的同态核疋是<?的子群 3 ^ 

定理 5^8.4 设 <A ★> 是一个代数系统， B 是4上的一个同 
余关系， B =^{ A 1? Ar } 是由 ii 诱导的 i 的一个划分，那 

么，必定存在新的代数系统<足◊，它是<2, ★> 的闾态象。这里， 
在 B 上定义的二元运算 •为； 对于任意的馬€式任取勿乏 
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式， € 為，如杲 G 為，则2/為=為 0 

定理 6-8.5 设/是由<奚 妗的一 个同态映射，如 
果在汲上定义二元关系5 为： <A 6> 当且仅连 f ( a ) ，/(&), 
那么,丑是2上的一个同余关系。 

9正规子群、商群与群同盡走理 

正规子群设 。是群 <义◊的一个子群，如果对于任意 
的都有 = 丑1则称 〈丑， *>是 〈見 ◊的一个正规子群。 
也可以这样來定义正规子群，设 〈丑。 _>是群<沒， •> 的一个子群，如 
果对于任意的和任意的 asji , 都有 tt-LA.aeJT , 则称 
< s 7 ◊是<% •> 的一个正规子群。事实上I上述两个定义是等价 
的。 

由 IE 规子群所诱导的商代数系统设<(?,*>是一 个群 〆 
是<<?，心的一个正规子群。将 H 的所有不同陪集所构成的集合 
记为 G / B ^ {丑？|5€奶，在 &/ H 上定义一个二元运算。为:对于 
任意的丑丑办€<?/丑， Hg ^ Hg ^ S ( gi * g ^) t 就得到一个由 
正规子群丑所诱导的商代数系统 < G 7 E , 。>。 

指数设<丑 ，今 是群<沒， •> 的一个子群，我们把5：在沒中 
的不同陪集的个数称为 H 在 G 中的指数，记为 LGf ： S -\ 0 

定理 6-9.1 交换群的任何一个子群必定是正规子群。 

定理6~9.3设 〈丑， *> 是群 <GS ◊的正规子群，则 <G7 丑，。 > 
是一个群,称这样的群为商#。 

定理6-0.3设<瓦 •> 是群 〈牟 ◊的一个子群，是 AAff 上 
的积运算 （即： 对于任意的丑％ H 办 G4 /丑， Ma ^ H ^ - { h ± * a x 
• hra 2 \ hh 心£丑})，如果<乂/瓦心成群，则丑一定是 A 的正规 
子群。 

定理 5 - 9.4 设<及，_>是群 <«, •> 的子群，如果在沒上定义 
一个二元关系 JI 为：对于％ 当且仅当 aH = 6 丑。那 

么，丑是沒的正规子群当且仅当及是沒上的同余关系。 

走理设 〈丑， ，>是群 .> 的正规子群，在 @与67 丑 


之间作映射 / 为：对于任意的则/是紙->到 
商群 <(?/ 丑，◊的同态映射。这种同态映射称为自然 同态。 

定理设/是群<3, ◊到 <或◊的同态映射，那么这 
个/必有对应的正规予群，使得由这个正规子群所诱导的同余类 
集合构成』的一个划分。 

定理 H 7 (群同态定理，又称群第一同构定理）设〈以， •> 
和<% 岭是 两个群 ，瓦 是辟同态映射/: G ^(?' 的梭，那么 <0 fK \ 
◊与 < Ixn /，> 同构，且 GVic ： 到 Im / 的同抅映射少定 义为; ^( Kg ) 

- f ( 9 ) o 速里， Im /~=/( G )。 

10环与域 

环设*>是一个代数系统，如果满足： 00 〈牟 女>是 
河贝 尔群： （2) 〈车 *>是 半群； （幻运箅 * 对于运箅 ★ 是可分配的。 
则称<式 ★, 心是环。 

交换环1含幺环设<2, +, *> 是环。如果〈.失 *> 是可交换 
的，则称 〈為七 •> 是交换环。如果<木*>含有么元，则称<為+, 
◊楚含 幺环。 

整环设◊!，十，公是一个代数系统，如渠满足： （1) <為+> 
是阿贝尔群； （2) <A *>是可交换独异点且无零0子，即对任意的 
〜 beA 钟 G ， b ^ e 必有 a _ 6子込 （3) 运箅_对于运算+是可分 
配的。则称<2, +, ◊是 整环。 

域设<式+，0是一个代数系统，如果满足： （1) 〈义 二>是 
阿贝尔群； ( 2 )< A ^{ d }, •> 是阿贝 尔群； （3) 运算■对于运算+是可 
分配的。则称<2, 4, •> 是域。 

环同态设<4, +，•>和<巩 A ， A > 是两个代数系统，如果 
一个从4到 i ? 的映射/,满足如下条件：对于任意的 a 6 S 卓有 
/〔a + 6)— /⑷ A / ⑻和 / Or -&)=/( a ) Af ⑻，则称/为由 〈為 

+，‘〉到<尽氬厶>的一个同态映射，并称1厶>是<為 
+ , •> 的同态.象。 

定理 6 - 10,1 设（笔 ◊是 一个环，则对任意的式 
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有 a * ( — 5) — (— a ) •& = — (― a ) * (― fe ) = a *5； 

«* (6 — c ) = a *6 — a - c ; ( h -^ 6 ) * a = h*a — o * a ^ 其中；是加法幺元， 
— <35 是 a 的加法逆元，并将《 + (― &) 记为^ — 办。 

定理&~10.2 在整环 <乂 +， _>中的无 零因子 条件等价于乘 
法消去律，即对于 C + & 和 = 必有 a = b Q 
定理 6-10.3 域一定是整环。 

定理 6-10.4 有限整环必定是域^ 

定理 6-10.5 任一环的同态象是一个环 

B 选题例解 

例题5~1设 <&*> 是有限的可交换独异点，且对于任意的 
^ oQS t 等式狀 & = g 对蕴涵着& 试证明<乂*>是阿贝尔 

群。 

分析由可交换独异点的定义可知，代数系统 <&*> 中已满 
足运算的封闭性、结合性和可交换性。因此，若能根据题0给出的 
条件证明 S 中的每个元素都存在逆元，那么<«,吣就是阿贝尔群 
了。 

证明对于任意的^6足考虑集合 

S ^=-{ a f < h A f s a ™, ■*■} 

由封闭性可知氏 & S ， 又由 厶的有 限性，所以&也是有限集。故 
必有％ A >0, 使得 

a n = a n+1c 即 a n *e = 

由给出的条件应有 0 ^= 6 ,即有 

= = a ^ = e 

可见， a 的逆元= " 

因此 *> 是阿贝尔群。 

例题 设 e 是群 (？ 中的幺元，是 G 中的 n 阶元素，试证 

明：当且仅当 

分析充分性易证。至于必要性，因 w 是使 e 成立的最小 
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正整数，故由 = e 可知各>抑，令 0< r < n r 再征 r =0 

即可。 ' 

怔明充分 性:若 即存在正整数叫使得所以， 
£^=^"*"= ( a n ) m =- e m =- e c . 

必要性:若㈤ 则必有故不妨令》=以十6这里0< 
'故有 = h e - a r = e y y = 只能有 r =0,于是，即 

n \ l a 

例题 6-3 设<% *> 是一个界阶循环群，生成元为仏则对于 
仇 的任一因子4存在唯一的一个 t? 阶子群。 

分析设 w = A '则酽的阶为 d, 显然{妒， a， …，， 
分是反 的一个6阶子群。设丑是 的任一 d 阶子群，由于 i?Q 
&, 所以丑中的元素都是 a 的幂次方，因此，若能证明亙中的元 
素都是由，所生成的，则 JT 就只能是{，，，"，••_, e} 了。 
证明设丑为<? 的任一 d 阶子群。 

若“1，则有唯一的乎凡子群 <{〃}, *>。 

若 d > l , 则 £ f 中必有 < 其中 s 是丑中元素的最小幂次且 
#1。因此，丑中的元素都是由所生成的。设抑 = 0< 

^<3:由 («•) G S } 故得 r =0, 即 s |' 因为丑为 d 

阶子群，故 W 的阶为 d = 所以 ， s = j = m 。 因此，丑也就是以 

妒为生成元的戌阶子群。 

例题料设<士 •> 为有限交换群 ，是 设的讯阶元，6是 

的九阶元，且 GODO^ 70=1,则心6的阶为阶符。 

分析因为是有限群，所以且心&的阶必定是有 
限的，也就是说❿&的阶是客观存在的。所以可以不妨假设❿&的 
阶为即 = a 这里 e 为 G 中的幺元,？为正整数。为了证明 
a_6 的阶为饥'先利用交换性，得 0，&产'^ 0 』 从而得叫再 
由必=(以扑》= 6 ■和 并利用 GODCm, 0=1,分 
别得和价 K 从而得抓.抑 M。 故 i=?m。 

证明设的阶为 t 因为 
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m*n 个 

A 

(a_6) 

= { a m Y * 


所以】和_饰 。 

又因 0，& 广 = = 所以，但由于 GODC^ 

仰 ）=1』 故有怖|〖。同理可 BE 得饥 H 由此可得 wnjZ。 

园此 •'即 (》_6的阶为 m*n。 

例题04在环形金属丝上用三颗黑色珠子和六颗白色珠子 


串成项圖，项圈是可以旋转和翻转的。一个项圈经过旋转或翻转 
而得到另一个项圈，这两个顼圏被认为是同类型的。那么，在相同 
颜色不加区别的假定下,可制逭多少种不同类型的项圈 & 


分析将三颗黑色珠子和六顆白色珠子放在正九迫形的 


顼点上。假定这个正九边形是固定的，如图 S-1 所示： 那么, 
共有9!/ 6 卜 31— 9*8.7/31=84种不同的放法。然而，其中有些 
放法实际上是属于同一类型的。例如图 S-2 中的 (a ) 可以经 


过顺时针旋转 3-^y* 而得到 （b) ^ 



为了利用伯恩赛德定理来求出不同类型项圈的数目，关键晷 
要构造附合题意的置换群 G。 任中的置换可以分成 三类： 

( 1 ) 么置换。 

(2) 关于绕着过某顶点与圆中心连线的翻铃所得到的置換。 
这类置换共有9个。如图 5-3 所示。 
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图 5-3 


(3) 绕项圈巾心的旋转所得到的置换，这类置换共有 8 个。即 
按顺时针方向绕圆中心旋转 3-^ 4^ 6^ 

6.土 7*— § - 2gr 

9 J 9 ， 9 0 

在 & 中，第 (3) 类中任意两个置换相继作用的结果仍然是第 
($3 中的某一个置换，这是因为，连续作两次旋转可以直接用一 
次紜转来完成。问题在于第 (2) 类中任意两个置换相继作用或第 
⑵类中任一置换与第 (3) 类中任一置换相继作用的结果如何？事 
实上,我们有如下的 结论： 

翻转“加〃旋转=另一个翻转 
翻转“加”翻转=一个旋转 
旋转“加”翻转=另一个翻转 

关于这些结论的证明是可以严格进行的，考虑到篇幅的限制，这里 
就从略了。（可参阅 William 所著 “Modern Algebra 

wiiJiA 迎 lication # 的第五章。） 

由此可见，关于“加”运算枸造了一个与题意相附合的置换 

群 o 

解 在上述分析的基础上，要求得不同类型的项圈数，就是要 

求 置換群沒作用下等价类的数目，根据伯恩赛德定理，先计算 G 

中每个置换的不变元。 

在幺置换作用下的不变元共有 84 个。 

在翻转类置换作用下，我们仅以绕通过顶点2和圆中心连线 

的翻转为例，只有四个项圈是不变元，如图 5-4 所呆。由于翻转类 

• 

♦ 
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置换典有 9 个，所以，在翻 转类® 换作用下的不变元共有 9 x 4 二 
S 6 个。 



图 5-4 


在旋转类置换作用下，只有旋转 4_ t 和这两个置换 

作周下才有不变元。例如，在旋转作用下的不变元有三个， 

如 M 5-5 所示。 所以， 在旋转 类置换 作用下的不变元共有 2 x 3 〜 
6个。 



因此，由们恩赛德定理可得，不同类型项圈的数目为 

1 ( 84^36 + 6)=^.126 = 7 

丄 S J C> 

实际上，这七类不同项圈，如图 5-6 所汞。 

ooooooo 

m 5-6 

例题 5-6 试征明，用 m 种不同颜色对 ftxi 棋盘上的每个方 
格涂色，共有 — - t - 种旋转不等价的 
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涂色法。其中，表示置 換坏中 不相交循环的个数。[例如，对 
^ ^Cl 2 3 :卜⑴。。〉。⑶ e ( 4 ), 即有久(抑）= 4 ;对于 

I =^)=(13)°(24)，即有入(吻 ）=2, 等等 0 ] 若令 W 

= 且对 ftxA 祺盘的每个方格分别编上号1， I …，％那么， 
棋盘的四种旋转，即旋转 0' 旋转 90 °、 旋转 180 。、 旋转 270 °， 正好 
对应着集合{私2，…，拓}上的四个置换亦1，沉 3 。 

分析对于 AxA 棋盘的一种涂色法，在某个旋转下保持不变 
的充要条件是该旋转所对应的置换中的每一个循环内的编号方格 
涂同一种颜色 U 

证明设某一旋转对应的置 换是％ m 中每个循环内涂同一 
种颜色,共有 m 种涂法，因此，在该旋转作用下,便涂色 i xA 棋盘 

保持不变的个擊是 — 

由此可见，利用伯恩赛德定理即得 ，用 机种不同颜色对兩 
棋盘涂色，共有旋转不等价的涂 1 色法 


1 


(m 的叫 +77J X ⑽ >+ 7J^<%>+ 7n x( ^ %> ) 


种。 

例题 6-7 设 g 是质数.则在 M 阶的群中，2阶子群— 
定是正规子群^ 

分析设是对阶群，丑是0的2阶子群， p < q 3 是质 
数。要证明丑是正规子群，就是要证明对于任意的元素都 
有 gHg -〜 = H 。 由此可见，如果我们能够证明 t ( i ) 对于任意的3 
GG , 也是沒的 C 阶 子群； （ ii ) 在少<1 0是质数的条件 

下,叩阶群中的？阶子群仅有一个，那么结论就清楚了。 

证明 设<& _>是涔阶群，为质数 7 并设 <丑， •> 
是 ◊的？ 阶子群。 

( i ) 由于对于任意的 pGff , 有兩 SGF ， 而对 任意的 
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ghg \ 的奴 1 €碑> ' 有 

OW 1 ) * (?% _1 ) = ghji^g- 1 6 ffH gr 1 
和 (gh^y 1 ^ (g~ x ) ■ 1 Ar 1 5" 1 ^gh^g -1 6 gHg- 1 

所以，《丑 f 1 , .>是<% _>的子群。又因对每一个唯一地 
对应着弋所以』 <3^9~\ .>与<丑， ◊都是 ◊的 

阶子群 。 -—-- 

( ii ) 用反 证法： 设在 ff 是质数的条件下，列阶群中的 
q 阶子群有两个，不妨设这苘个不同的2阶子群分别为 Cfft _>和 
<丑1 今。 由定理 &-7.1 的推论2可知，•>和<丑 3 』_>都是 
循环群。设 〈丑 1, ◊的生 成元为6 <S^ ◊的生成元是 I 则 
= a < ^ _X > J H^ = {e 3 y, y 2 , **% 其中 6 是 <? 中 

的幺元。令丑 a = 丑 1 ■五广伙3=；1；‘十|1 j = 1，2,…，穿 一 1},显 

然, S^G， 丑 3 中有/个元素，而 ^>pg, 所以丑 3 中必有两个元 
素相同，不妨设•女 f 且6#& jW , 即有峄 e , 选就 
表明丑是沒的非平凡子群，又由 
nir a 知丑非平凡子群，由拉格朗日定理可知 
l ^ nAlIl 丑丄即而2是质数，故只能有 
I 丑 irtJ ? 3 ii ，所汰 mns^Si, 即有丑 ，迅。这就与扎 
和丑9是两个不同的？阶子群的假设相矛盾。因此，在少<?,穿是 
质数的条件下，: ps 阶群中2阶子群仅有一个3 

综合 (0 和 ㈤ 即得 :对亍 任意的？ g gs 都有？ 1 =瓦故 (？ 
的 y 阶子群 s 是正规子群。 

例睡各名设 吣是一 个群， d 岭和 <£：, ◊是<% ◊的 

两个子群，则 s^K 中不同元素的数为 郎爵 C ‘ 

分析由于丑 n 兄是订 和瓦的子群,所以可将丑和瓦分 
别表示成丑 n 瓦的所有左陪集的并和所有右陪集的并,不妨设 
H = (Hf\K)\} (<^*11 PUT) u (ap 丑 m) U … U (0^*11 f]K) 

( Mf ] K){J ( nnK ^ b x ) U U - U ( K 0^5,) 

那么，就有 丑=仏叫心 ■.., a m }^HnK 



固为丑 nx 是子群，所以丑丑疋，于是 t 

S * K ={ e ^ a 1} a ^ y^S f ) K*H f ] K *{ e , b ljf fc 2j —^ b „} 

= {e f a 2j a s> a„J* 丑 n 瓦 *{〜 k 6 办… ， 6 n } 

^ E ^{ e , b tf b 2j b n } 

由此可见，若能 证明： 对于任意的心， 有 

hi * bi ^ h 2 *bi (i .§) 

那么就可得到 

I 

心[卜|丑|.也 k 6„}卜|丑 

证明由以上分析可知 

H*K = S *{ e 7 h tj b 2? 6 J 

対于任意的 hS 丑，若有 h^bi =^= h^bf (i ^ j ) s 则有 Ar 1 *^ 
[ h ^ bj 1 € H fl 尺，而由 h = h ^ h^bi 便得 


b { ^ s n 

这就与 ( Hn [ o 门（丑 n [吨） =0 相矛盾。因此』 

0的假设是错误的。故必有句_)。由此便得 

[丑， 劓=1 丑 n ，、 K}{ = ^^ tsVkJ 

例题 5-9 设 〈牟 +』，>是一个无零因子环』若在』 
中有非零解，则« +, ■> 必有么元。 

分析所谓 a； s = iD 在益中有非零解，即 存在巧 A , e =?£^( i 9 为 
加法幺元)，使得？1。那么，根据题意，就是要再利用无零因子 
条件，找出 〈牟 +, ◊中的乘法幺元。- 

证明由上分析,首先有 = e 6=?^)。 

对于任意的 ae 禹便有 


( a^e — a ) ^ = 0 

因为辦故由无零因子条件便得 


窃 =0 



即得同理可得因此， e 即为 〈卑 +, _>的乘法 


幺元。 

例陲 6-10 试证整数加法群与偶数加法群同构，但是整数环 
不可能与偶数环同构。 

分析整数加法群<1, +>与偶数加法群 +>之间的同构 

是明显的，只要作I 到乃 的映射 P 为:对任意的 而, 沪(《0 ^2®, 
容易验证炉是 J 到 A 的同构映射。环与群的重要差别在于，环 
是具有两个二元运算且满足环的有关条件的代数系统，而群是只 
具有一个二元运算且满足群的有关条件的代数系统。因此，群与 
群之间的同构与杏取决于能否找到一个双射且关于 两个群 的一对 
运算满足同态要求，而环与环之间的同构与否将取决于能否找到 
一个双射且关于两个环的两对运算均满足同态要求。由此可见，寻 
找环与环之间的同构映射通常要比寻找群与群之间的同构映射要 
困难。要确定两个代数系统之间畢同构的，只要找到一个同构映 
射就可 以了; 而耍认定两个代数系统不是同构的，就不可能将所有 
的映射都取来尝试，因此只能釆用反证法。 

证明整数环是+，今，偶数环是<1心设屮是 
这两个环之间的同构映射，不妨认定仍 

由于假定史是同构映射，所以对于任意的 A 托 1 ，有 

q>(x^-y) =^q>(x) -\-qt(p) 
q>{x-y)=(p{x)-<p{y) 

故有 < p ( n - x ) =^ n ^( x ) 

tp(x*x) (a;) =<p(jxi) *<p (a?) 

由此便 得:对 于任意有这显然是一个矛盾/ 
因为对于広=加+1€八就导致〆加+1)=加+1牟 jt e 的矛盾。因 

此，整数 环<1 +, ◊与偶 数环七 •> 不可能是同构的。 

C 习题与解 

5-1 设集合 ^ = 3, 10}, 问下面定义的二元运算 
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•关 于集合 2 是否封闭？ 

a) = mas (pj y )\ 

b) min g/) 5 

e) x^y = GOT)(j^ 3 j /)； 

d) a：*^/= LOM y)\ 

e ) = 质数 i > 的个数，使得 [5-1. (1)] 

解 a ) 封闭。 

b ) 封闭 3 ) 

o ) 封闭。 


d) 不封闭，例 L0M(3, 7)-21, 

e) 不封闭，倒知6=0。 

6-2 在下表所列出的集合和运算中，请根据运算的是否封 
闭，在相应的位置上填写“是”或“否”(其中及是自然数集合)。 

阿.⑼】 


解见表 


表 6 -i 



1 

■ 

1 

■ 


■ 

B 

1 

是 

是 

是 

是 

是 

是 

是 

N 


否 

是 

是 

是 

是 

是 

{«| O ^ a ?< l 0} 


否 

否 

是 


是 

是 

{ if [-10< a ?<10} 

否 

否 

否 

否 

是 

是 

是 

{ 2 x \^ I } 

是 

是 

是 

是 

是 

是 

是 


e-3 试列举你所熟悉的一些代数系统。 【5-1. (3)】 

解复数集合及其复数加法和复数乘法枸成的代数系统 
七在整数集合的模4剩余类集 合义上 定义二元运箅+ 4 和 
X 4 如表5〜2。 那么〆 名 4 ,十 4 ， X 4 > 是一个代数 系统； 在日常生活 
中，也可举出实例，譬如，由若干个球队组成一个集合，在这个集合 
中，定义两个球队之间的二元运算是在这两个球队之间进行一扬 
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[0] 

； [0] 

_ 

[1] 

[2] 

[3] 

[0] 

[0] 

[0] 

[0] 

M 

[1] 

[1] 

[^] 

[3] 

[0] 

[1] 

Co] 

[i] 

：2] 

[3] 

[3] 

m 

[3] 

[0] 

[1] 

[2] 

ra 

[a] 

[0] 

[2] 

[3] 

[3] 

[0] 

[1] 

[2] 

[3] 

CO] 

[3] 

[2] 

[1] 


球赛,那么，这也是一个代数系统,所要注意的是，这个二元运算是 
不封闭的。等等。 

5-4 对于实数集合表 5-3 所列的二元运算是否具有左边 
一列中的那些性质,请在相应位置上填写“是”或“否”。 [5-2. (1)】 
解见表 


表、 3 



可结合性 
可交换性 
存在幺元 
存在零元 


是 

是 

是 

否 


是 

是 

否 

否 


否 

是 

是 

否 


6-5 设代数系统 * 乂其中4 = * 是4上的一 

个二元运箅。对于由以下几个表所确定的运算，试分别讨论它们 
的交换性1等幂性以及在2中关于 * 是否有幺元。如果有幺元， 
那么溢中的每个元素是否有 逆元。 


m 


【5-2, (2) 】 

可交换，不等幂^为幺无以自身为逆元，&与互 
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为逆元。 

b ) 可交换，不等幂，为幺元， a 和6均以自身为逆元 ， o 
投有逆元。 

c ) 不可交换，等幂，没有幺，元。 

①可交换 P 不等幂，为幺元#以自身为逆元，6和 c 都 
没有逆元。 

6 证明定理 5-2 ■ 2。 【5-2 . (3) 】 

证明由左零元定义可知込 = 由右零元定义可知 

=也，所以 ，的 = 若有另一个零元矿，则= 因此， 

零元是唯一的 c 

举日常生活的例子，分别说明幺元，零元和逆元。 

【5 -2 ,⑷】 

解对一组学生，用两两扳腕子比赛法来测定谁比谁臂力大， 
则抒力最小者为幺元』臂力最大者为零元。在钟表中，若将分针 

从零开始走了 （ 分再走 s 分所指位置作为结果，则0就是么元，若 
*+ s =0( mod 60) J 则 * 与 s 互为逆元。 

6 -8 定义 J + 上的两个二元运 算为： 

a^b = a b 

( l /\ & ~ft*ft dj & ^_2"^. 

试证明，对 △ 是不可分配的。 [5-2. (5)] 

证明因为 

a * r ( h /\ c ) = a ^( b * c ) = a^ a 

(«*&)△ («， c ) 【 ( a b ) A («0 = a b * a c = a ㈣ 
而不一定等于 & + 所以，对于 A 是不可分配的。 

5-9 对于正整数九1, 2,…， A - lh 设 h 是沉^上 
的一个二元运算，使得0%& =用/;除^6所得的余敖，这里％ 6 

el 

a ) 当 A = 4 时，试造出 h 的运算表； 

b ) 对于任意正整数心证明<札，是一个半群。 【0^3, (1>】 
解 a ) 当 i = 4 时,* 4 的运算表为， 


V £68 * 



*4 

0 


0 12 3 


0 0 0 0 


1 

2 

3 


0 12 3 
0 2 0 2 
0 S 2 1 


b) 对于任意的 A a*J) = a^b—nb = r, 


所以 a 在上封闭， 

对于任意的〜匕有 

(a^6 —«iJ) •c — njc=^i 0<ri<J—1 

o * fc ( J -»3 bC ) = a ^ (6 *c — 炫 si ) — njs = Ta 0< T 2<^—1 

—a*6*c—S (^1 8 «4-^) 

这说明 n 都是用 a 除所得的余数，它们应该相等。所 
以，即％满足结合律。 

因此 , <AV %>是半群。 

5-10 设<是一个半群，在茂上定义一个二元运 
算口,使得对于 S 中的任意元素 o ： 和&都有 


x^y = x^a*y 

证明二元运算□是可结合的。 [S-3 ■ <2) ] 

证明因为 

(»n^/)n2= (ic*«*y) 匚 ]2= (x*a*y)^a*z = ®*a*y*o*2 

一边匚 } (3 / □*!〉□〈夂 =x*a* {y*a^z) =x^a*y^a^z 

所以 (^Uy)U2 = ^n{yU^) 

6-U 设 〈及* > 是一个代数系统,*是丑±的一个二元运算, 
使得对于 B 中的任意元素％ 6都有 

a*b =<z-l- 64 - 

证明 0 是么元 , 且 〈及 ◊ 是独异点 a ^ 【 S- 3 . ( 3 )】 

证明对于任意的 0 *a^ 0 +a-h 0 »o=-©^ a^O^a-tO-t 

«-0 = a ，所以 0 *a=a *0 = a ，故 0 是幺元。 

对于任意的 A 丑，由于+和 •在 五上封闭，所以， 
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b + a . bGS , 即*在只上封闭。 

对于任意的％ w 足有 
( a ^ b ) *c = (a + 6 + ®， S)*c 

==«?+&十 & + c 十(窃 +&+©•&) 

—0- h 6+ c + a ^6+ o ^ c +&* c-f o * & *o 
a *( b * c ) =«*(& H - c +£* c ) 

= aH - Z )- hcH -6* c - fa * (& + c 4-6* c ) 

所以，（《，&)*<?=^*(&*0),放*是可结合的。 

因此 〆 B , 心是独异点。 

CH 2 设令 S = ± X % 在汉上定义二元运 

n^O 

算 A ， 对任意吻，…，^> G X^ y ^ = <^ x t V 2, y ^> € 

有 

aA ^=<%, 吻，.■，，％，发工，此，…， y ^> € ^ P+Q 

证明<足厶>是一个独异点。 【5-3. (4)】 

证明对于任意的知〉，泠= 〈女 1,沁， …， Vi >) 

7 ^<^ f ^ 4>€仏有 

a △泠= <巧， ® s , …』 ® P , 女 h 发办… ， 即 A 在沒 

上封闭 

(« A ^) Ar ^<^ ^ ^ ps f -% ^>Ar 

= < sh > 访 %，••、…， yo 私， •-、 知> 

« A (^ SAr ) ^ Sj ^ ^ £ V > 

所以， 0 Ai 8) Ay 08 A ?), 即△在汉上可结合。 

设沒=< >£0 cS , 有 

9/\<a~<x/\6=ol— Kx^y x^ t •"j ^ ^ p <z.S 

所以/是 S 中的幺元。 

因此, < S , 厶>是一个独异点。 

6-13 证明任意半群都可通过添加一个幺元而扩展为— 
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个独 异点。 

证明设<4 *> 是任一半群 。 作 S =5 U { e }, 在 S 上将*扩 
屐定义为《崎 e = 接着证明 < S ) ◊是独异点， 
•在 S 上是封闭的；对于任意的 H WS , 因为说 ◊是半群，所 

以当义 l jags 时，有(^) = ( p * v ) 而当 a 沁穷中至少有 
一个6时,也必有= 0吻)*2,所以，*在5上满足结 合律; 
e 又是 S 中的么元，因此， <S, *>是一个独异点。 

6-14 设 <化 *> 是一个独异点，且 \&\>^ 则在《中不存在 
有左逆元的左零元。 

证明独异点中的么元0显然不可能等于任一个左零元 3 
设有一个左零元^它的左逆元为杧 1 /则甿因为 
^ d h 所以 ㈣ 广 e , 9 i = e t 导致矛盾 0 因 
此，在 ff 中不可能存在有左逆元的左零元 Q 

6-15 设 C 4, *> 是一个半群，而且对于2中的元素 g 和&，如 
果 钟 b 必有 a ^ b ^= b * a t 试 证明： 

a ) 对于 J 中每个元素~有 = 

b ) 对于 i 中任何元素 (&和 6,有 = 

c ) 对于2中任何元素 fl 』 6和 c , 有【5-3, (5)】 

证明由題意可知，若 = 则必有 

a ) 由 ( a * a )* a =~ a ^ (« 咐)，所以 am = a 0 

b ) 由 ( a * b ^ a ) = ( a *&)* b*a = a * b *{ u ^ a ) = («*&*«)*<5， 所 

I 

♦ 

以 o*6#a a 0 

o ) 由 = ( a * c » a ) * (&* c ) (&*c) = ( a * b ) # 

( c ， a * c 〉= ( a * b * c )^ ( a * c ) , 所以 a * b^e ^ a * c Q 

如果 *> 是半群，且*是可交换的，称 〈&心 为可交 
换半群。 证明： 如果厶中有元素 h 6,使得 £5* fl 5= W 和6*& = 6，则 
( a ^) *(«#&) = a * b 0 【5~3. (6)】 

证明 ( a *6)*( o *6) = a * ( b ^ a ) — 

=( o * o ) * (6 » 5) — a*b 

6-17 设 X - 忑一 {0, lh 在 X 上定义 6 个函数如下： 
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对于任意 

/ 4 (a?)= (A—as) -1 ? /s ^ — l) A C^) = 一 1) _ 1 

试证明<尹，。>是一个群。其中 f 5 , M , 。是函 
数的复合运算。 【5~4.00】 

证明由函数的复合运算。的定义/。3<»/<»)),可写 
出。在 F 上的运算表如表5-3。 

表^ 


0 

fi 

/a 

n 

n 

fi 

fn 

ft 

A 

u 

h 

n 

h 

/a 

/a 

/a 

fi 

h 

h 

/e 

h 

n 

fs 

h 

ft 

A 

h 

h 

fi 

A 

/e 

h 

A 

/i 

h 

/e 

/g 

/s 

A 

A 

fi 

h 

/o 

1 

fit 

h 

A 

h 

h 


可见，运算，在歹上是封闭和可结合的。 / l 是幺元； A , / 3 , /6均 
以自身为逆元;/4与心互为逆元。因此,。>是一个群。 

6-18 设<2, ◊是半群，0是左幺元且对每一个$6么，存在 
使得 £^ = e c 

a ) 证明: 对于任意的 a , 6, 如果则 b ^ c ； 

b) 通过证明 0 是 A 中的幺元，证明 « *> 是群 ^ [5^. (2)J 

证明 由 （W> = ti*c 即得 =5*( 狀 c ), 因为 C 4, 

是半群，便有(^®) =-(“<») 叫 e * b =- e * c f 又因 e 是左幺元，所以 

b = c a 

b ) 对于任意的 ^ ( x ^ e ) ^ (£* x)^e = e^e = € = x ^ o 9 

所以，这说明0也是右幺元，故0是幺元。于是，对于任 

意的 有(： 1 ：*€)咐=£^( 5 *；£!)=； 1 ：*石=£»=押； 5 ,所以， 0)^£ = e f 

故有 = = 这说明对于任意的$均有逆元毛因此，<4 *> 

是群。 

5-19 设 <(?, 心是群，对任一*€仏 令 H ^ vh ， a 哼 y , 

♦ ♦ ♦ 
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㈣ }， 试证明 〈丑，*>是<<?, *>的 子群。 【54.⑻】 

证明显然 HGG 。 运算 * 在丑中显然瑭足结合性。 


对于任意的 a v ^ b } 以及任意的 aea } 因为 

— a^>^y ■= a * ( x ^ y ) 

所以 3 呼 e 五，这说明 * 关于丑 是封闭的。 

因为 匕所以 e € H 。 

对于任意的 3., 由于= 所以 

ic -1 * (^^<?) — a ?— 1 务 ( a ^- x ) 


即得 





这就表明^^€丑。 

综上所述，<丑，*>是<», *>的子群。 

6-20 设 〈丑，◊和<仏 •> 都是群<% ■> 的子群，令 

ELK = {h*k\h^H, fc£K} 、 

证明 : < JJ £ T , ◊是 •> 的子群的充要条件是丑， 

【 W .⑷】 

证明先证充 分性： 

对于任 意的心 h 3 ^& HK f 因为 〈丑， .>和<瓦， •> 都是 
群，所以蛑 1 •心-乂冗丑；又因丑瓦二瓦丑，所以必有 
^ s € -ffj As € 使得 •知。 由于 

(h^^h±) * (Ji^h^) (办 i*D * *^a) 

^ fl±* (Ai’Afl)* 知 — Aj' (Aj • 左 4) • 无 3 
( hi ■ - As ) = A 5 -^€ HEI 

因此，由定理& ^4.8 可知 〈丑圪 ◊是_>的子群。 

再证必要性： 

对于任意的* • Aejr . ff ， ^ hy ^ h -^-^ sK , m < sK ,-> 
是群，所以丑尾即 hAe 丑 I H 此， 皿。 
对于任意的 h^ke HK , ( A ^)^€ B ： K 3 即存在 a 幻€ 

使得所以 

h 如 (/^) -1 ^ 1 •杧 1 e KH 

因此，丑瓦 



由上便证得 RK - KB 0 

e -2 i 设 〈次◊是群 ，且|叫 = 证明 ：在』 中至 
少存在 a 和, 便得训 on , 其中 e . 是幺元 0 【54. (5)] 

证明对于任意的牟均有它的逆元牟使得 

cc,^~ x ^ so~^*x = e 

由于互为逆元的两个不相等的元素是成对出现的，而且群中有唯 
一的幺元 A 因此，至少有一个元素是以自身为逆元的。即必卑在 
a € A , a 妾 e , 便得 a*a = e 。 

6 H 82 设 <GS .>是一个群，丑丑士0且丑中的元素都 
是有限阶的，运算在丑中封闭，则 〈丑， _>为<«，：>的子群。 

证明封闭性已知，结合律自然成立。 

对于任意的 as 丑，必存在正整数％使得因为炉€丑， 
所以 G 丑，这说明 G 中的幺元0属于丑。 

对于任意的 h € 丑， 办手匕必存在正整数抑>1,使得舻=匕故 

因此，<丑，◊为◊的子群。 

6-23 设 <(?, ◊是一个独异点，并且对于中的每一个元素 

a 都有其中 e 是幺元,证明 <(?, *> 是一个阿贝尔群。 

【5-5，(1)】 

证明对于任意的$ S 有咖霉= e ，所以% 

对于任意的七6€0 

a ， 6= (o*&) = b^ x ^cT x = h^a 

因此, <« V *> 是阿贝尔群。 

6-2* 证明任何阶数分别为1, 2, 3, 4的群都是阿贝尔群^ 
并举一个 e 阶群，它不是阿货尔群。 【6-6. (2)】 

证明对于阶数为1的群，该群中仅有唯一的一个幺元心 
= 显然是阿贝尔群。以下幺元都用 e 表示。 

对于阶数为2的群，该群中除幺元外，仅有一个与6不同的 
元素〜且显然还有 = = 因此， <{ a , 6}, ◊是阿 

贝尔群9 




対于阶数为 3 的群 <{〜 L 若 则有 

— oT 1 * 七导致 6 = e 的矛盾；同理， 若 a*b = b t 则将导致的矛 

盾。所以，必有又因 

b*a = b ^ a * b * b ^ 1 " = = # 

因此 ， <{〜t a ◊是阿贝尔 _ D 

对于阶数为4的群<{«，& 〆 ，4, *>, ( i ) 若 A &, c 中有两个 
元素互労逆元，不妨设它们为％ 则《*&=6时=心于是，必有 
c 耐二 a , 狀 c — L 所以 = 同样地可证 c * a =6, 故 o ^ c ^ e ^ Oo 同 
理可证 6% = c *6。< ii ) 若％ &, c 中的每一个元素都以自身为逆 
元，则必有 = e , b * G = c*b = aj c ^ a = a ^ e ^ b 0 因此，不论 

是那一种情况，都表明<{心6, c , *> 是向负尔群。 

定义在集合 S — 6, o } 上的所有双射函数为: 

fa ： / o ( o ) / o (^) = bj / o ( c ) —< J ； 

/ i ： /i («) = / i (&) = 0, fi ( o)^h 

/a ： /a(a) = 6 , f “] )) = aj /a ( 亡） = c; 

fs ： / aO 卜久 / 3 (&) -0, / 3 ( o ) = ^ 

/ i ： fi {«) ^ 0 } / 4 (^) ^ a , f 4 ( o ) -= &； 

ft ： f s(®) Oj f 芬 (fi) = b, f^{o) ^=Q 0 

于是集合 F^(U f 2j f B) U 关于函数的复合运算。构成 
群，群的阶数为6。其运算表如表 5-4 所示。显然，它不是阿贝尔 
群。 

表^ 


0 

fo 

fl 

/ 2 

h 

h 

u 

/o 

h 

fl 

/s 

h 

u 

n 

A 

A 

fo 

u 

h 

/a 

f% 

/a 

/a 

/3 

fo 

fi 

fs 

n 

ft 

h 

A 

/g 

A 

fo 

a 

A 

H 

A 

fl 

f\> 

ft 

n 

A 

h 

n 

fs 

h 

fl 

fo 


6^86设<<?, •> 是一个群， 证明: 如果对任意的％ 6€设都有 

a 4 »& 4 = ( a *6) 4 和 ( a ^ b ) 5 j 则 *> 是一个 

♦ 

I 
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阿贺尔群。 【6-5, (3)】 

证明对于<设，妗中的任意元素 a 和 L 
因力 a s ^b s = (a*&) a , 所以 

即得 aW= (5^)^ 同理，由 a^b 4 = («*5) 4 可得 ^*6 3 = (^) a f 
由 (j 5 *i 3 = (奶 &) r 可得 a 4 *b 4 == (6，a) 4 。 

由此可得， (« 3 ^& B )*(6*frff) &〜a = «*& 4 。 同 

样地可得， (a^)*(h*a) =- 即6 3 齐 a = <**& 3 。 

由于 (a*-&) *6 3 -= c^i^b 4 *a = b* (b 3 m) =b* (a*b 3 ) = (&*«) *b 9 , 

故得, = 

因此,<»，◊是阿贝尔群。 

6-26 设仔 -={ [玉], [2], [3] , [4], [5] , m , 上的二元 
运算 A 如表 5-5 所示。问 <0 T x T > 是循环群吗?若是，试找出它的 
生成元。. 【5-6.⑷】 


表 W 


x 7 

[1] 

1 

[2] 

ra 

[4] 

[5] 

C6J 

[1] 1 

[1] 

[2] 

[3] 


[5] 

ra 

[幻 

[S] 

[4] 

[6] 

[1] 

[3] 

[5] 

[3] 

[3] 

£6] 

[2] 

[5] 

[I] 

M 

[4] 

M 

[1] 

[5] 

[2] 

ra 

[3] 

[5] 

[5] 

[3] 

[1] 

[6] 

m 

[3] 

[6] 

[G] 

[5] 

[4] 

[3] 

[2] 

M 


解<&， x T > 是循杯群。其生成元是 [3] 和[5]。 

6-27 证 明：循 坏群的任何子群必定也是循环群。【3^,(5)】 

证明设<义 岭是循 环群,其生成元是％设<& *>是<沒， *> 
的子群，且忍那么，存在最小正整数怖，便得065。对于 
任意的必有2 = 0< r <^ i > O t 

( a m )^€ S 0 因为 77 i 是的最小正整数，所以，只能有 r = 
即得这说明 ，汉中 的任意元素都是，的乘幂。因此， 
< S , *> 是以，为生成元的循环群。 

6 - 28 设 <©, *>是打阶循环群，其生成元为《。设必其 
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中 A 为正整数。 求证: 


勾元素6的阶为这里 d 是 n 与 A 的最大公约数 f 

b ) 元素6为的生成元的充要条件为 n 与 k 互质。 

证明 a ) 因为3是 n 与 A 的最大公约数』故可设 

]&=d'1cx 

所以有 

若 A 的阶不为则6的阶 m 必小于化，且有 1>1^ 
就有浐 a 4 ^^ e } a ^- e , 这祥就导致站有因子 
I 的矛盾。因此，町为6的阶。 

b ) 若 & 为的生成元，则6 的阶为 h 由 a ) 可知6的阶为 
故只能有 d = 这说明《与 A 的最大公约数为 i , 即托 与克亙 

质。1 

反之，若 n 与 AS 质，则存在整数 s , t 使得劝+加 -1, 故对 
于 Qt 中的任一个元素 £ ^均有 

a 9 = a viat+tn) ^ *-^ = 6 ^ 

因此乃是分的生成元。 

6-29 设 < G ，•> 为有限交换群，为分中元素的最大阶数，则 
<?中任一元素的阶必能整除化 * 

. 证明设從为保中的一个 n 阶元，&€仏5的阶为 m 。 现用 
反证法，设耐 t 即存在质数爲使得 

4 

且 GOD (^ tth ) =»1 j 0 OD (^ ^ x ) ^> t D 

在沒中 取元素 6*% 则，的阶为叫， 6™ ‘的阶为妒 a 由 
于 GOD ( p % rO -1, 所以，由例题6^4可知，， _6 m ' 的阶为 

这就与? I 为0中元素的最大阶数相矛盾。因此, 

B -30 设有⑷ &,化 d , 分的置換如下 ， 



7 



a b 
\6 A 


c d 
a d 
c d 
G b 




试求 如成 飞。铃， osojgoy ^ 并解方程 op £5 = ^ y^y 

»8 0 【純⑴】 



« o<jc = 


( 


a b 
o a 


C d 

b d 



y Q 0 = 



a b 
e d 




Cto ^ oy ^ 



bed 

e a c 





a b c 
cab 





abode 




图 5-7 


d e a b c 

设 p 是质 kt 证明从 a 种顔色不同的珠子中选取沪粒 

串成手镯，只有同色手镯保持旋转不变。 

15-6-(2)] 

证明由安粒珠子串成的手镯，其珠子 
的颜色分別记为〜％如图 6-7 娇 
示 o 

M 时针方向旋转一粒珠子的位置后，若 
要不变，则必有 = c ±, c 5 = c aj C p = Cp ^ 3 


Oi = C Pj 即必有 Ci = C a = C 3 =〜= Cj ^ 所以，只有用同色珠 f 串成的 
手镯才能保持旋转一粒珠子位置后不变 p 


•? 78 * 










































































色棍棒的情况 C ^ GsCaQiC ^ 映照成 CeP ^ C ^ Cx 的倩况，所以，在 ; Tn 
作用下的不变元必定是 e 2 ^ o G , c 3 = C 4 的情況 o 故在 3 Fi 作 
用下的不变元个数为 4 V 因此，由伯恩赛德定理可知，该棍棒不 
同涂色法的总数应是 


|(4 fl +4 a )=2080 种 

6 -M a ) 2 X 2 的棋盘，用白色或黑色涂在每一个方格内在 
考虑旋转等价的条件下，试确定每个方格涂上颜色的不同棋盘的 
数目。 ^ 

b ) 对于 4 X 4 的棋 盘呢？ 【6^.(5)】 

解 a ) 设 2 x 2 的棋盘如图 所汞。 

令 A 表示棋盘中第 S 格所涂的颜也。现构造置换群为<{^ 
wi , ^响 }, 。>』其中吻是将棋盘映照到按顺时针方向 
旋转 ix 90° 所得到的棋盘，那么， 在兩作 用下，不变元的个数分 
别如下 ； 

^ o ： 不转。不变元个数是2*。 

® i ： 顺时针转⑽'只有当& = (? 3 =〜=〜时为不变元，所以， 
不变元的个数是2。 

顺时针转180%只有当 h = &时为不变元，所 

以,不变元的个数是沪。 

叫顢时针转 270' 只有当 Q = A = = 时为不变元，所 

以，不变元的个数是2。 



图 M 国 5-10 

因此，由伯恩赛德定理可知，不相同的 2 x 2 棋盘数是 


务 (W+2+4+2) =6 

b ) 设的祺盘如图 fio 所示： 

类似于 a ): 构造置换群<{叫 ，兩， 游山 o >, 那么，在❿作 
用下，不变元的个数分别如下： 

沉0; 不转。不变元的个数是2 13 。 

M 顺时针转90。。不变元要求如 o ^^ = e fl 

^^± t ; G S ^ C ^^ C 9 =€^ 故不变元的个数应等于 

四组涂两色的个数，即为 S 4 。 

❿顺时针转180\不变元要求 ？ i = e 7; c a = c s ； c 3 - c 9t e 4 ^ 

o ^« c sS c 二故不变元的个数应等于八组 
涂两色的个数，即为2«。 

吻：顺时针转270。。不变元要求& = = = % 

= c c; ca ^ c ^^ c ^- ce ； 故不变元时个数应等于四 

组 涂南色 的个数，即为沪。 

因此，由伯恩赛德定理可知，不相同的 4 x 4 棋盘数是 

^-(2 1<, - f -2 4 +2 a +2 4 ) -16456 

5-明对于正方形的四个顶点甩黑、白两种颜色进行着色，我 
们说两种着色法是等价的，如果一种着色法可以由一个正方彤的 
对称性变化到另一种着色法。其中 f 正方形的对称性如表6"6所 


表 6-6 



281 - 



(续表 w ) 


朦时衿 


进时叶 

旋转 




示的八种。 

我们举一个通过反射相互等价的着色法例子如图 5-11 所示。 
问有多少种不等价的着色法？ 
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解记正方彤的顶点集合为氡财，況 h 则由正方 
形的对称性所给出的顶点的置换为 

hx=e, (KLMN)^ h^ = (KM)(LN) 

■ h^iKNML), h=(KL) (MN) t (KN) (LM) 
h,= (KM) (L) (N) ? h s ^ (K) (LN) (M) 

令 hz , h c? 则〈丑，。〉是一个置换 

群 。 

设^是从顶点集合 Z 到颜色集合 F = 的函数所组 

成的集合。 

对于每个 AS 丑，可以诱导出，的一个置换 A ' 如下 4 

对于任一 /e h T (/} ， foh 0 

例如， h 4 : K — N ， N ^ M ? M ^ L , I^K , 

K -> W f I ^ B } M — B , N—B 
则 h f { f ) ^ h - h 4: K — B ， L -^ W t M ~> B } N -^ B 0 

所有这样的 V 所组成的集合是，上的一个置换群沒。为了 
应用伯悤赛德定理,我们要计算办( V )， h f ea 0 因为6是丑中的 
幺元，所以/是 G 中的幺元。可见 

^ ‘ 

^(/)-2 4 = 16 

屮 （( zm )') 等于，中这样一些/的个数，这些/通过置 
换 K — L ， M -^ N f S — K 是不变的，即 


f ( K ) n f ( L ) : f { N ) =/ C ^> 

就是说 /(W = 常数， ^€ X 0 这样的 / 只有两种可能，即 

/⑷=黑06) x^X 
或 白 (WO 

因此 ^ j (( KLMNy ) = 2 

类似地 X(UO ( LNY ) 等于，中这样一些/的个数,这挎 
/通过置换 M — K , I ^ N S 况是不变的，即 /( f ) « 
/(1),/(句=/(的，而前者有两种选择，后者也有两种选择，舸 

以， (i 汉 ）0 -2.2«4 0 

基于同样的理由 可得： 
jfs (( KNMLy )^2 

^((KL) (MNY) (LM) 0=4 

0 ( (KM^) (L)(Ny)^4t((K)iLN)iiMy)^2^2^ 

将伯恩赛德定理应用于 GS 即得不等价的着色法共有 

|(16+2 + 4+2 + 4+4+8+8) =6种 

6- 36 设<? = {史 | 炉:似: + A , 其中 a ， 丑且 a 手0,及}, 

二元运算。是映射的复合。 

色)证明<%。>是一个群。 

b ) 若5和了分别是 由仔中 0=1和6 = 0的所有映射构成的 
集合，证明。>和<1%。>都是子群。 ^ 

C ) 写出 S 葶？ 7 在分中所有的左陪集。 [6-7.(1)] 

证明 a ) ①对于任意的炉1,外 SA 设 f ^<»= a ： L ； c 十 k « i ¥= 
❶， ^ s (^) « 3 峙0,由于 

奶。 (x) Ops ( 出 ） ）=<Pi (as® + 6a) ^ + & a ) 十 &i . 

*= (® io a ) a ；4 - ( aa 6 a +6 i ) 

OlttaS J Qi5qH-5f € H 3 

所以， gb.^&& Q 

②对于任意的竹，内，内 G 分，有 

、<Pi° 平 糧 炉 sO Oa (»0) (内(抖 (®))) 


而 料。 (®) ^=qh. 炉 3C ^)) ^ 

所以 _ (竹。 史 a )° 炉 3— %。（炉 • 

③ 幺元为私使矜 ㈤ =%这是因为，对于任意的 i 

9>(®)=邮 + 1 则 

史 . 0 炉» =%(脚 +6) =邮+ 1 p 。 炉 •( a ?) = y (®) —£ Rc - h 6 

所以 』 p ••史 =$? 0 ^ o 

④ 对于任意的炉£<?』设 5»C^) = ox -\- b f a + O, 于是存在 flT 1 
€ A 使得 p -\ a >) 。&一 1 且有 

Qr d 


炉一 i(a?) =«~((g)') = 炉 (^| ：一去 )= 。 (>^1! 一立 )+ 6 =疋 

H 1 

p - 1 。 穸 （ a>) =^" 1 (<ri?-1 -6) = — {ax^-b) — — = ® 

a a 


所以, < p^<p = < poqr ^ = g) eQ 
因此 ， <GS 。>是一个群。 
fc ) 对于任意的？ ^ 外 es , 可设为: 


Pi(«0 =aj+6i, < p 2(、 a >) =05 十 

# 

于是 _ < Pi Q < p ^( j ^) = 9? i (^™ Sa ) 一十 （6 a 

一 W 所以私 1 es。 因此。>是<%。>的子群。 

对于任意的 ( px ,< p ^ T t 可设为 < pi ( pi ) ^< hjx> s pa (^) ，炫必， Ox 申 

0^ a s ¥ t 0 J 于是，应 1 0) = 

Ha 


炉 1 。好 1 («0 = 5Pi (pi -1 (®) ) = q>J~-(oj ax ~-^o 


a Q 


Qf 2 


a a 


所以』内。柯 1 € y 。 因此， d 。>也是 〈(?， ◊的子群。 
o ) 这的左陪集 应为: 供。\沪 eff 。 

对于任意的 ，设 p («0 =似+5, a^Oj 那么 


- 保[务 sc~>o(£C 十 x £ S } 

- {- c , c ^ R f 


所以, S 在中的所有左陪集为 



{多| 泛 R } 7 R 

S 7 的左陪集应为: q >- T s 

礞 

对于饪意的炉设少(>) = aa )-\- b f ^=^0^那么 

<p^T = {(p^q> f \q> f G T} = x^a f x ? a f G B f a?G J2} 

= {^\$： x -^ a { a ' x ) H- bj a f ^ R } R } 

:= {?\9 t x -^ cx - hb t c € - H , a ：£ R } 

所以，: T 在 G 中的所有左陪集为 

{多|在 > c 少十 ft, a ^ B J a ?6 It }, & 6 B 

6^37 设 <4 + fl > 是一个群,这里是樓6加法, & —{[0], 
W, [2], [3], [4], [5]}，试写出 + e > 中每个子群及其相应 
的左陪集。 【5-7 ■ (2)】 

解子群有：<{[0]}, <{[0], [3]},.+«>,<{»], [2], 

[4]}，+心和 〈名 e) +fl>。 

{[0]} 的左陪 集为： 

{Mh {Cl]>, {[2]>, {[3]}, {[4]>, {[53> 

{[0], [ 3 ]} 的左陪 集为： 

侧，吼 {[1], [4]}, {[2], [5]} 

{[0], [2], [4]} 的左陪集为： . 

{[0], T2], [4]>, {[1], [3], [5]} 

的左陪集就是 A 本身。 

5-38 设<沒， *> 是任一群，定义为 

月 p >| 存在设使得沪 

验证 Ji 是沒上的等价关系。 【k7. (3)】 

证明设0是<任/心中的幺元，则对于任意的有« = 6« 
'所以 ， < a , 心 若化 by & B , 由定义，存在沒 ess 使得 
& = 所以 _: s 这表明 <&，>€界 

若<©，&>，<6,心则存在 p， 使得6 = p * b * p _1 f 

故有 

o^=p*b*p~ 1 ^p^m*0~ 1 ^p~ 1 = ( p*d)-t^a*(p*&) -1 

所以， <a, cyes a 



因此、是上的等价关系。 

6-39 设&是一个对称群, G 是保持某一个元素不变的置换 
群,求出 G ■在氏中的所有左陪赛。 【认⑷】 

解设沒 是使第 i 个元素不变的置换群。因为1凡卜 
= 所以由拉格朗日定理可知仔在&中的左陪集共 

有 n 个，即为 G 以及 


yp^Gf = 



2 

知 “• 



心 i 心 “％ …， 九是』 1 2, i — i , *，、抑1 

的任一置换排列 = I …， i—ly i +1, …， n ) J 
6- S 0 设群 *> 的子群，如杲 

证明<忿是 <GS *> 的一个子群。 【5-7.(5)】 

证明由定义可知对于任意的〜牟有 a * H ^ 
b ^ S * b ^-= S 0 由如丑丑，可得{•-、丑幼二五。因 

为 


( 讲 &― 1 ) * 丑 * (aW -1 )- 1 = a* (b^H^ib^y 1 ) 祕 ― 1 

= a ^ S ^ a _1 = H 


所以一 * we A 因此 〆 木 岭是识，◊的 一个子群。 

, 6-41 证明，在由群 吣的一 个子群 <& *> 所确定的陪集 
中，只有一个陪集是子群。 【5-7.(6)】 

证明设 © 中的幺元为〜因为 W = A 所 以汉是 一个陪 
集。 

若另有一个陪集 aS 也是(？的子群，那么故必有 aaS 
S , 使得 n，si=e, 卽有 a =^1对于任意的 a * s € aS , 有 a ^ s ^ sl^sG 
S , 所以，反之，对于任意的 sg 

=^*((6 1 )- 1 坤）=糾(¥ 3 )€«^所以，£«&因此,05^& 这就 
表明，占的左陪集只有一个是子群，即汉本身。 

6- B 设和6丑是丑在0中的两个左陪集，证明：要末 
a 丑 n 6丑 - 0,要末 a 五- 6^ 【5-7 . (7)】 


• 867 ^ 


证明对于 a 五和 & H , 只有以下苘种 情况： 

( i ) a 丑则至少存在心和\使即有 a 

对于任童政 ah ^ aS ， 有 ah bh^^h — 5 Ag € bM ^ 故有 a 丑 E 
bS t 同理可证丑。所以， a _ ff =& 丑。 

( ii ) aH A & 丑，0。 

S -48 设少是质数， 证明：，阶 群中一定包含着一个沪阶子 

群。， 15^7, (8)] 

证明 设扩阶 .群为«?，>。 

对，于任意的 &, a ¥=&,^ a 的阶为 '即 扩 = e , 则所 

以，且$为正整数)。 

若则 a 的阶为久于是，由 a 所生成的循环群就是；的 

一个 P 阶子群。 

若#>1，则令则有 

b v = ^ = c ^ — e 

于是，由6所生成的德环群就是 G 的一个步阶子群。 

5- 44 设 〈及岭和 〈^岭分别是群的 s 阶和#阶子群， 
并且 sn ? 7 和忍 ur 的阶分别为&和 h 证明【6-2.⑻】 

证明由包含排斥原理 

旧叫=| 別 + 121-^21 

即得十*-叫因为 pnr |<|6 t pnrKjrMti 有只< 3 , 

古， 因此， 

fLV^lJL^S^t — pL) - =^(j —/*) 

(# 一片） (fi— 

6- « 设<&， *> 是—个有限群 JGH ，喊吸 ，>是 〈見 •> 
的子群，且 i 沒卜％证明：对于任意《€任，必存在正整数％ k 

使得 ©o 

证明考察集合{沒， a^ t a 2 ^ } a 、&}. 由拉格朗日定 

理可知，在 © 中有且仅有 A 个沒的相异陪集，而上述集合中却笮 
A + 丄个§的陪集，故必有两个陪集是相同的，即必存在正整数％ 
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n 2j 使得 W 1 * 沒 = 沒。因为 ■郎 GWiS , 所 

以必存在 6€ 沒，满足 a ^ b - a ' 故有令 - ％就 
有 KmKA , 且有 a n Q & 0 

6-48 设 〈ff, *>是 一 "个群，对于 a，SS ff， 若 a_ & = £*$ os 和 & 
的阶分别为 r 和 心且循 环子群 (：《) 和 （&) 的交只包含0的幺元心 
即 (>)n (6) =如},则心&的阶等于 r 和 s 的最小公倍数 • 

证明设 d 是 r 和 S 的最小公倍数。不妨设 r = S = j 8 tf(a 
与 )8 互质)。故有 d = a 于是 Cv 6) d = c ^ 沪 设 a .& 的阶为 
t 就有 * 

设* = wr+ntj 0 <, n < r ^ & = % s - 3 rsi Jf 0<§1<5,就可以有 （ a * 

= 这表明沪是 P 的逆元，故沪€0=0。若 

r：^o, 则0丟匕于是 必有卟 =? m , 这就导致沪 且沪 e(a)n 

(幻的矛盾，所以只能有 Q = 同理可证办= 0,就得到和 
* =叫即有 《o|A 和抑 | 夂因为《与泠互质，所以必有即 
d \ K 因此 ， K 

6-47 证明： 如果/是由 〈為 女>到 〈見* >的同态映射， p 是 
由<足岭到说 △> 的同态映射，那么是由 〈為 ★> 到紙 △> 
的同态映射。 [ U .( l )] 

证明 因为对于任意的有 /&★&)=/(»/(&), 而 
对于任意的 A deB } 有所以，对于任意的 
«, 有 

= 〆 /(«★&)>- 〆 /(«)，/⑻） 

=ff(f(^))Ag(f(b)) =ffof(ayAg c f(b) 

因此， S。/ 是由« △> 的同态映射 。 

fi-48 设 〈見 ◊是一个群，而 aSA 如果/是从沒到<?的映 
射,使得对于每一个 ff, 都有 

f (^)) = 

试证明/是一个从 卩到卩 上的自 苘构。 [5-8 . (2)] 

证明对亍任意的氕女 ees 若力则 

f« = 一 1 =f Q/) 
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所以， /是反 到沒的入射。 

对于任意的由封闭性得 (?, 不妨设》 _1 *夕*» 


这就说明，对于任意的 G 必存在%使得 
所以⑽耐 rk/(oO。 可见，/是<?到的满射。 

另外，对于任意的％ ye 沒,有 

f ( x * y ) = a ^( x ^ y )^ a ~ 1 = ( a ^ x ^ a ^ 1 ) * ( a ^* o _1 ) =»y ( a ;) *f ( jy ) 

因此， / 是 从沒到 G 的一个自同构。 

6M9 试证由表 5-7 所给出的两个群<% ★> 和<& *> 是同 


构的。 


表卜7 


★ 

Pi 

Pi 

Pi 

pi 


Pi 

P 9 

Ps 

Pi 

Pi 

Pi 

Pi 

Pi 

Ps 

Pj 

Pi 

Pi 

Pi 

Pi 

Pi 

P 4 

Pb 

P2 

Pi 


» 

qt 

Q2 

5s 

q4 


Qs 


Q: 




S3 



劭； 

<b 


<li 


54 ; 

ffs 


<lA 

gs 


<&， ★> 

-证明作0到汉的誕射 /为: 


【5-8 . (3) 】 


/(约） H f (: Pa ) h f ( pz ) h ， /(j» 4 ) 

由表 5-7 可知』 / 是一个双射。 

容易验证： 


/(外 =f ( Pi )* f ( px ) 

f ( pi ^ kps ) ^= f ( ps ) ^ ^ ^ ( Pi )* f ( Pa ) 

f ( ps ^ kps ) =/ ( P4> ^ ^4 = gi^qs ^= f ( pji ) 

=/(P3) = ffl 2^4 ^2 =/( p4r) */C ps) 

等等。其余可类似地验证。所以<0, ★>和<& *> 同构。 

6^60 设九 / a 都是从代数系统<為 ★> 到代数系统<万，岭的 
同态。设 P 是从乂到刀的一个映射,使得对任意都有 

9(^) =^/ i («)^( a ) 

证明.如杲 a, *> 是一个可交换半群，那么 P 是一个由 〈笔 *>到 
〈沁岭的 同态。 【5-8,⑷】 
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证明 因为对于任意的％ 牟都有 ， 

g(air &) (a* &)*»★&) ^f ± (a) ^(h) ^(a) ^f»(V) 

=/: 0) */aO) */，(&) */a 0) = 〆《) *〆&) 

所以 j 是 « 女>到 〈及 心的同态。 

5-61 <及+>是实数集上的加法群，设 

/； i ! 

/是同态否?如果是,请写出同态象和同态核 3 【54. (5)1 

解 对于任 意的％ be 圪有‘ 

/(a+6) - e 加⑽*/(6) 

所以，/是<足+>到 •> 的同态 D 这里，少，◊是复数集上的乘 
法群。 

因为 e 3 ® 4 * =- oos 2 tux + ^ sin 2 tcos ? 所以 j / 的同态象:为 <{oos 2^ 
- bi ^ n 2 jux \ xe ^}, •> ，它是一个群，其£元为 ： L 即 oos 2； m -1, 
sin 25^ = 0 的情况。由此可见,发生这种情况应该是 

%stx ™ 2i?r (Jc = 0 7 士 土2』 ，■*> 

因此， / 的同态核为整数集I。 _ ' 

6 63证明：循环群的同态象必定是循环群^ [6-8.(6)] 

证明 设循环群 〈為 _>的生成元为 a _ 同态映射为厂同态象 
为于是,对于任意的必 酽 e 為都有 

/( 心 o =/(命 /(o 
对于許1时，有 /(a )=/( a ) 0 

对于 w = 2 时，有 f ( a ” = f { a - a ) =/0>/0) ( a ) 3 。 
若托^ —1时，有=/ ⑷卜 ^那么，对仰= 4时有 

/⑺ =^ f ( a ^ a ) =/( 〆_>/⑷ = f ( a )^ f ( a ) 

这表明， f ( A ) 中的每一个元素都可表示为 /(>)' 所以，</(式)， *> 
是以生戒元为/⑷的循环群。 

5^63 <S-{0}, x> 与<及+>同构吗？ 【5-8•⑺】 

解.设/是<及+>与 < B—{0}, x> 的同构映射，于是 
对于任意的66丑一 {0} 必存在化尾便得有 

厶 十岣 ^/( o ) X /( a )=/(0) >:6 


•291 • 



b ^ f ( a ) X /(0) x /(0) 

所以,/(0)是<只一 {0}, 中的幺元。即应有 /( o )_ i a 

对于 _ l € JJ -{0} 必存在 使得/(以=一1,有 

/( c + c ) =-/( c ) x /(。) - 1 x (-1) 

所以就有 < s+e = 0, 即有 c 、0 的结果，由此导致/(0)-—1的矛 

盾。 

因此，<丑一{0}， X > 与<足+>不可能同构。 

6-64 证明 ：一个 集合上任意两个同余关系的交也是一个同 
余关系 D [5-8. (8)】 

证明设<4, 心上的 任意两个同余关系为爲和月 3 , 即： 

对于任意的<也 丑1，有对 

于任意的 ^ c £j 办>€刀3,有 〈 Ci *% d ±* d ^> € 

于是，对于任意的 <®， 则 

所以 ，〈㈣ 

因此，一个集合上任意两个同余关系的交仍是一个同余关系。 
6- BB 征明 定理& 8.4 中在 JS 上所定又的二元运算*是唯一 
确定的。 1 ^ 3 ( 9 )] 

证明对于任意的 A s eB , 任取啊€為，而 e 為，若 ack<H 
€為，则定义 

若另取 de 乌，则有〈叫4>€及和<此， 4> eiJ , 又因 
s 是4上的同余关系，所以必有<勿 ★叫 a ^ a ^ yeit ^ 由此可知， 
若则必有这就表明，不论怎样选取 
%€ « a € A is 总有 

因沘，上述在上定义的二元运算*是唯一确定的。 
e -56 考察代数系统+>,以下定义在 J 上的二元关系 ii 
是同余关系吗？ 

a ) ^ 办€丑当且仅当 (®<0 八 y <0) V (*>0 八从>0); 
t ) <37，夕>6 刀当 且仅当 |；C —d <10; 

0 ) < P , 女 >€ S 当且仅当0 =夂= 0 ) v O ¥= 0 八汉芊 0)J 


•Z9Z- 


d ) y>^R 当且仅当 x > y Q [5- S . (10)] 

解 a ) 对于年意的 ( aj <0) y (^>0) - (®<0 A ®<0) 

V 6»>0A®>0X 所以 < 级， ®>€iJ ； 

若 P >€ R f 则 ( ai <0 Ay <0) VO >0 A 3/>0) = ( V <0 Aas 
< o ) v &> o / u > o ), 所以 岭 e^i 
若 <出， 0€R, <2/ f 2> e 及则 

( a ；<0 Ay <0) VC ®^0 Ay >0), ( gf < OAs <0) V ( yX > A 多 >0) 

可见 ， 若采<0八夕<仏则必有女由此可得忠<0八?<0。 
成者，若3^0八《>0,则必有 tf > OA 2>0, 由此可得疋>0八*>«0。 
所以<% 5>€ J ? 0 

因此 ，月是 J 上的等价关系。 

但是，存在着<-忑〜2>€尽<1, 4>€尽而 

<一 2+ 1, — 2+4>-<—1, 2 >^B 

所以,刀不是同佘关系， 

b ) <2, S>es (因为 j 2-5 j -3<10) 

<5， JL 3> ei ! (因为 |5-13|-8<10> . 

但是 i 2 - 13卜11>10,所以< 2 , 1 S > 守 Ji , 传递性不成立，刀连等 
价关系也不是，月当然不是同余关系。 

0) 虽然 〈一 4, 6>€丑且<6, -6> eB , 但<-4十6, 6-6>- 
<2, 0>隹尽所以 Ji 木是同余关系。 

d ) 显然兑1>€尽但<1,2>牟尾对称衽不成立， jj 不是等 
价关系，当然也就不是同余关系。 

SS 7 设/和都是群<<?1,女>到群<6、吣的同态，证明<<7, 
★>是<队 ★> 的一个子群，其中 

O^{x\^0 ± s. / 0 ) = 5 (^» 【 54 . ( 11 )】 

证明 由定义可知 

对于任意的 A WO , 有/⑷一 〆 </(&) 1(6)。 

因为/和都是 Ml 态映射，所以必有 

现因 /(&) 故有有/(&- 1 ) = 由 





. 此可得 /0 女 6 _1 ) = /0) W 1 ) 所以 

^★6 _1 €0 。 

因此*>^<^ +>的子群。 _ 

5- 58 设/为从群<6^ 妗到 <6、 △> 的同态映射，则/为入 
射当且仅当 Ker (/) —兄。其中是&中的幺元。 [6-8. (12)] 

证明必要 性:设 /是入射。因为 /(e)=A 所以 eGKerO% 
若另有《€疗，使得/(«)=〆的话 ， mm =-/(«), 由于/是入射, 
故必有 a = e。 因此, Ker(/)=^。 

充分 性:设 Ker(/ 卜 {e}。 对于％巧沁,如果: T(aW(&), 

则有 

/(&0 ^/(5)A/(0 =f(a)Af(a l ) 

=-/(«*a _1 ) =/(e) =e’ 

所以即得因此, / 是入射。 ■ 

St ® 设 〈丑， *>和<瓦， 妗 都是群 <GS *> 的正规子群 3 WKB 
f \ K , 岭也是 *> 的正攀子群 & [5-9.(1)] 

证明容易证_ <丑0疋，◊是<0, *> 的子群 & 对于任一 
ae & r 因 〈丑，岭是正 规子群 ，所以 狀0^丑耐，故有 

a*(_H fi-ET) *« _1 E a^H#a~ x ^ (a^M) *a~ x 

两 (S*a) = ^ J? 

同理可证财（丑 n * a ~^ K a 于是便得奶（丑 fH) 

& n 疋,因此,门◊是 ◊的正 规子群。 

6- 60 设<的，_>和<(? 3 , ◊是群 <G, *>的两个正规子群，则 
份瓜 今也是<<?, ◊的正规子"群，这里 

如€&2} 【5-9.(2)】 

证明对于任意的^% h . b 々 G 瓜有 

(«i-«a) " (&1*^3) _1= (®i*« s ) * ( bf - b ; 1 ) = a ±* m ^ t 1 

这里，•故 1 € 而而€ <?1, 使 c ^ ht ^^ dx * c ^ Ci = oi -£/ iG Gi 。 所 

以 ‘> 是 < ff, ◊的子 群。 

对于任意的和任意的因为〈沒^今和 


♦ 耷9冰 * 


◊都是 正规子群，故有•成厂 1 ■而，仏，所以 

. 。 (沒 _1 WflO ■ (^^ 1 

因此, <G：i 私，◊也是〈見 今 的正规子群。 

6-ei 设 〈兑◊是 一个群，令 

_BT=b|aS© 且 a* 6 = 6. %对所有的 b ^ Q } 

丑称为》的中心。证明： <丑， ◊是<見 .> 的一个正规子群。 

[5-9. (3)] 

证明因为对任意的 = 所以 eSH , 即 H — J 2 F 。 


对于任意的 hAH 

• & — fti ■ h ^ 1 *b* h^ h ^ 1 = h± ■ ■ & # As * 1 

=Ax*J* h ^ 1 — h* (Aj.* Ag 1 ) 


所以， E , 这说明 〈丑，。是似， ◊的子 群。 又因中任 
—元素 b 与3 中的任一元素 化有所 以必有 Eb = iS , 
因此<1^，>是<0, .> 的正规子群。 


5-62 设<& •> 是群, <永_>和<屯：是义仏 ◊的 两个子群， 
若2与 B 中有一个是 O 的正规于群,则必有 AB ^ BA , 

【卜9.⑷】 


证明不妨假设崴为正规子群。 

对于任意的®因为2是正规子群，所以必存在 

冯使得&- 1 _ a • &=处，于是就有. 

0*6 —— 6*« i € A 4 

故有 ABCBA 0 

同理可证^ 

AB ^ BA 0 

B -63 设 <GS ◊是一个群, ■> 是 < tf,_> 的正规子群〆 
•> 是 <GS ◊的予 群，且丑巨 IS% 若<瓦/丑，。>是<07丑，◊的 
正规子群，则<1々是说， •> 的正规子群。 【5-1(6)】 

证明设/ 是仔到 G 7 丑的自然同态。因尺 GGS 故对于 
任意的 fce 瓦，因此，/把 f 映照成尤/丑。又因 
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。> 是汾 /丑/。> 的正规子群，所以，对于任意的/ 

S 和任意的 Sge&/S f 有丑 jT 。 丑如丑丑，而 /(fT 1 士 
ff)=Hg~^moSg^ K/S, 因此 』 jrWlG [ ，这就表示 < 瓦 ， •> 

是◊的正规子群。 | 

6-64 设<5, ◊是 群併，_>的一个子群，闷:丑]等¥ 群没的 
阶的最小质因子，则 < H , *> 必是<$ •> 的正规子群。 [5-9 - (6)] 
证明设 \ G \ 3=设淡…说， p±<p2< …<趴 ，鈐都是质数 

由瘕设闷：丑由拉格朗日定理可知 | 丑卜政喊…，=1 
设迄€$ 作刀 = 丑 nc 1 丑心则<从 ♦> 是丑的子群。令 

IJ ? 卜元 则应有因为仍是？的最小质因子，所以， 

或■!>%由于及是沒的子群，故也是 (？ 的子群，由例 
题 5-3 可知，中含有设的 A j 个元素，由此可得 h^< 
穿一咏， 即得 jq 。 若则香=%于是 fs ⑦ ^应含 

有沒中的个元素，即 aT 1 丑丑=沒，由此，对于 flf _1 €GV 

I* 

必存在 a, bd , 使得 S 便得到 a = f 丑， 

这就导致与①疰丑的矛盾。所以，只能有 j = h 即 A -毛 又因 

■» 是丑的子群，且已证得 |i>i = | 豇|,所以，只能是 D — 丑。由 D 
-丑便得0丑®，丑，由于 a? 的任意性，因此， 丑是沒 
的正规子群。 

e -65 设 <(? ，◊和 <6^/◊是两个群，/是沒到的满同态， 
<s\ *>是<0, 岭的正 规子群 ， 令丑 = f ⑷€丑％则 

<H } .> 是◊的正规子群，旦 有沒 [5- 0.(7)】 
证明因为/是沒到的满同态，由于化到 &(H r 存在着 
自然同态,设该自然同 态是仏 所以是到 GVB f 的满同态。 
(这里，。是函数的复合运算） 

商群 <G7H。 ◊中的幺元是丑^所以穿的同态核就是及。因 
此，由丑的组成可知， ff。/ 的苘态核就是丑。由此可见，丑是沒 
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的正规子群。 

由定理 可知，0/丑 gGT / H 、 

6-66 已知一个环 <{〜 &， c , dh +, •>, 它的运箅由表 6-8 


给出 a 


表 



它長一个交换环吗？它有乘法么元吗？这个环中的零元是什 
么?并求出每个元素的加法逆元。 【5 -10.(1)】 

解因为•的运算表是对 称/的 ，所以环<{% \ q 办，+ ; :是 
交换环。没有乘法幺元。环中的零元是<即加法幺元)。由+的 
运算表可见:0和 c 均以自身为加法逆元 f &和 d 互为加法逆元 a 
5~67试证 < J, A，A> 是有幺元的交换环，其中，运算 A 和 A 
分别定 义为： 对任意的4 十 b —1， aAb ^ a-\-b 

二 a，K 【540,(2)】 

证明先考察 A>: 

对于任意的 A & S 厂 0 A & = a +6 — 封闭性 t 
对于任 意的〜 &€ J , + 6 —1 

=&+o—1-® 6A® 交换性 j 

对于任意的 A cS ■? 

♦ ♦ 

(£5 企 &) — (a+ & —^ 1) y^c & — i+c — 1 — 6+c —2 

_1) —ffi + 6+ C — 1 一 l = <3 B + 6 + C — 2 

所以， (^ Ai ) Ao -^ A ( bAc ) 结 合性； 

对于任意的 cr , 存在 ie 夂使得 

1 —a—a+1—1 —ct^l 

所以 ，i 是 i 中关于企的幺元； 

t 对于任意的存在2 — dGJ , 便得 


• 2tf7* 


a ) a - s r 2 — a ~ l ^\ 

( 2 — a ) A \ a ^ 2 — g-\-a — 1=1 

所以, (2 — a ) = (2— a ) ^ 1 T 这说明 2—a 是 a 的逆元。 

因此， A> 是阿员尔群 ^ 

再考察 <1, AX 

对于任意的％ &, 

a ^ b -= a -\- h — a * l ^ I 封節性； 

I ♦ 

(®A6) Ac 占 (a + 6 — a^6) ^ (哎+&—》*6) 

+c — *c 

I 

— J4-C—a*6—a # c— Z>*c+a^i6^c 

oA(JAc) =®A(&+o—6.e) 

—®-hi + C —5*c— (& 十 G——&•<?) 

—a + & + 0— 6^ c —«•& — B tf 

所 y,2A(fcA0 = (aA&)Ai 结合性。 

可见， <J, A> 是半群。 

还因为 j 免 A& = —a* b — &+体一 b * a = b / Ka 交换性 

OAa ==■ 0 •十 ® — 0 •攻， ® 
gA0 = g+0— 

所以 ，0 是关于运箅 a 的幺 元。 

因此, a, △> 是含幺可交换半群。 

另外，对于任意的％ \ cej, 有 

aA\ (5A°) (54-c—1) = «+&+c—1 —a. (6+c—1) 

= 2*a+6+c — 辽 •&— 1 

( aA 6) A (« Ac ) ^ 

= o4*6—o*6+®+o—1 = 2*o 

十 &+c — a，5 — o*c — 1 

即有 a A (6 Ac) - (<c A6) A 0 A<0 * 

同理可证 (6A^0Att=(iAWA(cAcO, 所以，运算 A 芜于运 
算 A 是可分配的 & 

因此，<1, A, A> 是有幺元的交换环。 
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6-68 设 <及 +, :是一 个环， 证明： 

如果 a, 则 (a+6) s =a a +a .& 十其中， = 

【5-10. (3 )】 

证明 («4 6) 2 = (« + &)• ( a + b ) = (a + &) («4 &) ■& 

= a * a + b m ^-\- n * b -\- h*h = + 

6-69 设<2, +, ◊是一个代数系统，其中十， • 为晋通的加 

法和乘 法运算 为下列集合 t 

a) A. = {p\x = 2nj I}; 

b) A = { x \ 3 j = 2 n + 1^ J}? 

o) A = {x\x>0 S a?£ J }； 

d ) A^={x \ x =^ a -\- b \/5 „ a ? 6£ ii }; 

e) A^{x \x = a-\rb\^S J a, 

问 +, ◊是整 环吗？为 什么？ . [6-^10, (4)] 

解 a) 没有乘法幺元，所以不是整环。 
b) 对于加法不封闭，所以不是整环。 
o) 对于任意的$异0,不存在加法逆元，所以不是整环。 
d) 容易验证是整环。 

_«). 容易 验证是整环。 

~^70证明<{0, 1}, ㊉， ©> 是一个整环，其中运算©和©由 
表54定义。 

表 5^9 


4 

㊉ 

0 1 

+ @ 

1 0 

1 

0 

1 

0 1 

0 

0 

0 

1 

% 

1 0 

1 

0 

1 


, 【5-10.⑹】 

证明先考察<{0』1}， ㊉ 〉： . 

由 ㊉ 的运算表可知运算封闭且可交换，幺元为0, 0和1均以 
自身为逆元。 

(0 ㊉ 0)@0=0 = 0 ㊉ （0@0), (0@0)©»0 ㊉ (0 ㊉ : t ) 


(o ㊉ l ) © o ^ i - o © 0. ㊉ o ) 

(0 ㊉ 1 ) ㊉ 1=1 ㊉ 1=0= o @ ⑽ 1) 


结合性成立。 所以 〆 {0, lh ®> 是阿贝尔群。 

再考察 <{ o , 1}, ©>: 

由 G 的运算表可知，该运算满足封闭性1交换性、结合性，由于 
该运算的么元为1。所以，<{0, 1}, ©> 是可交换独异点。又因 
101^1^0,故满足无零因子 条件。 

另外,对于任意的％ 1} 


0 ©(£ 5 ㊉ 女 ）*=0 = 0 ® 0 = ( 0 © 忠 ) ㊉ ( 0 ©|/) 

至于1©0&@#)，若》=1则 


1©(£ C @2/) & 1©0 — 0= 


⑽ 0 ) ㊉⑽ 0 U 

1©1 1 ^ 1 ( 101 )® ( 101)1 


_ (lOa?)© ( 1 ©^) 


若怎卢穸，則 


1© =101 = 1*- 


|1©0| = |(1©1)©(1©0)| 
jo©I P 1(100) ®{1©1)J 




所以，对于任意的2€{0, 1}, 均有 

' S ：© 0㊉ 汉）= 0 ©忠) ㊉ (z<z)y) 

同理可证0㊉所以运算 G 对于运算㊉是 
可分配的。 

因此 ,<{o，ih©, ©>是整坏。 

6-71 .证明：在含么环« ★ ，◊的定义中，群<木女>的可 
交换性是不必要的。 ' 

证明设<2, ★，心 满足含么环的定文中除群<2, ★> 的可 
交换性以外的一切条件。并设<2, ◊中的 £元为1。 

对于任意的《, 展开 

« (*★ 6) &)*! = «★ &★(；★& 

若按另一种脈序展歼(<5女6)*(1女1)/ f 


* aoo > 



((?★&) *(1女1) — (!•(：(■★ 1) ★6*(1 女1)—(1 ★今 

故有 ai^arkbicb 疼 aitbi ^ a*b 

由此可得 

这就表明 〆 A , ★> 是阿贝尔群。 

6-72 设_>是一个环，并且对于任意的都有 

邳 *« = (», 证明： 

a ) 对于任意的 ae 忐都有其中0是加法幺元。 

b ) <A, +, ◊是 可交换环。 [6-10. (6)] 

证明 a ) 对于任意的都有笔故有 

( a ^ rd ) * (rt + CE ) 

oH - a + a + a = a+tf 

由此可知， a-Va^$ n 

b ) 对于任意的％ 忒都有 0+& e 次故有 

(a+b) • (a+b) =a+b 

+ 万■ & = ® + 6 

0! + <J*& 十 6，<2 + 6= <S + 6 

所以 ， flf J + ，即 a*b^= — b-a 0 

由 a ) 的结果可知 bw — b、a, # 所以就有 a *6 -=6^。因此, 
« +, •> 是可交换环。 

5- 78 设<4, +，_>是一个含幺坏，且对任意的都有 

则称« +』 *> 为布尔坏。试证 i 若帘尔环« +, *>有 
三个以上的元素，则« _>不可能是一个整环。 

证明用反证法。如果<2, +, ◊是一 个整环，且有三个以 

上 的冗氣 则存在木 a—t «；岭1 且即有 

a^6. a— 1^9 H. a* (g—1) —9 

, 这就与整环中的无零因子条件相矛盾^因此，<2, +,=>不可能 
是一个整环。 

6- 74 设 〈式 +, •> 是一个代数系统，其中+, * 为普通的加 
法和乘法运算,^为下列 集合； 


It ) J }; 

b ) A = {^\ x ^ a -^ b\/S j a t 6 均为有理数 
o ) A ^{ x\x = a -\- b \/^, «j ft 均为有理数 }f 
d ) { a>\x = a -\- b^^j & 均为有理数 }| 

©) A ^{ x\x = -^ ? a , &€ J + 且《5 = &*&}。 

问 < J ■，七_>是域否？为什么？ [5^10, (7)) 

解 a ) 没有加法逆元，所以不是域。 
b ) 容易验证<2, +, •> 是一个环。又因乘法幺元是1, 

h ^ n 的乘法逆元是■，所以，<2,弋_>是域。 

0) 因为当&#0时《+&夕$的乘法逆元不存在，因此，<2, 
+ , *>不是域。 

d ) 容易验证 ◊!, +，_>是— 个环。 又因乘法幺元是0+ 

■ 

6^的乘法逆元是所以 ，〈拿 +, ◊是域 Q 

e ) _ 没有乘法幺元 1, 否则，若则 = 1 将导致的 

矛盾。所以 〆 4 +, _>不是域。. 

5 - TO 设+, ◊是一个域，凡 ei 且<&, +，>, 

◊都构成域，证明+,今也构成域。【5-10. (8)】 

证明因为<5^ +>, <^ ; +>都是+>的子群，且都是阿 
贝尔群，又因<&, ◊, 02, ◊都是 ◊的子群，且都是阿贝尔 
群，所以<也11 知 +>和<仏0& .> 分别为<正，十>和<巧◊的子 
群，且都是阿刃尔群。 

在+, •> 中，运算•对于运算+是可分配的，而且在〈私^ 
+, _>中，运算•对于运算+也是可分配的，所以，在<氏|1私，+, 
◊中 ，运算•对于运箅+也是可分配的。 

因此 〆 s ^ riiS ^ +, •> 也枸成域。 | 

6- 76 设〈木九 ◊是 一个关于运算★和*分别具有幺元& 
和^的代数系统，并且运剪★和*彼此之间是可分配的，证明对 


【5- 10, (9) 】 


于乂 中所有的 < 成立着 = 

证明因为 

办—= ( ei ' kez )^ (办★办) 

— e a *( e a * 〜） 

且化 = ^e!= (e 2 ^kei)*6t^ (e^ei) ★ (e±^e%) ^(e^ex) =-e^*e± t 

所以，对于 j 中任意的％我们有 

xi ^ x ^ { x * e ^)★ ( a * e a ) =* a ?* ( e ^ ires ) = x ^ e^x 
ma>^ * (p>icei) =-= «?★ (e±*ei) xiret = cc 

6-77 设<牟 ★,*> 是一个 k 数系统，且对于任意的本有 
%证明二元运算*对于★是可分配的。 [5-10. (10)] 

证明对于任章的 a 6 , ce 人有 

a * ( b ^ cc ) = a^b = ( a * b ) ★ ( ffi ^ c ) 

(£»★&) *c=a*c 口 （ <3!*C) ★ (&*c) 

听以，二元运算 * 对于★是可分配的 & 

6-78 ® 明：在区间 &] 上连续函数的全体关于函数的加 
法与乘法构成环。并举例说明有零因子。 

证明记 E 间 l >, H 上连续函数的全体为 G [心 6], 于是我们 
考察的代数系统应是 < GO , 6], +, ◊，这 里,十和•分别是函数的 
加法和乘法运箅。 

先看<<7[化+>。由数学分析中可知，定义在同一区间上 
的 W 个连续函数之和仍为连续函数，故加法运算满足封 闭性; 加法 
的结合性显然满足；加法 幺元为 h 对于任一函数 /( a )€0^, 6]， 
存在着 一/(« oe oo / h , 使得 /( 史 ）+ (—/») = 0 ;加法柏可交 
换性显然满足，所以， < G [ a , 6], +>是阿贝尔群。 

再看<0[心&]，今。同样由数学分析可知，定义在同一区间 
上的两个连续函数之积仍为连续函数，故乘法运算满足封闭性；乘 
法的结合性显然满足，所以 〆 0[七 6], ◊是半群。 

另外，对于任意的/($)， g (^), Kx )& C [_ a 7 5] ' 

/⑻ • （穿⑻ ^h(x)) =f»g{x) +/(«0 .AO) 

+ 叫 ））•/(*) 1 ㈤ ■/ ㈤ + A (>) */(») 
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因此, 《?[% &L ◊构 成杯。 


取 


/ i ⑻ 


~2~ 


0 




< L^h 
~2^ , 



0十& 
~2~ J 



Sa ( po ) = 



0, 


a +5 


小岸 ] 

以 [ 乎 & ] 


显然， / iOO , 6] 且 •/：!(») 判， 

/,( 必） = 0 , 因此， < 0 [ 印， &]，十，->是有零因子的。 

S -79 设+, *>是一个坏，是2中的乘法左幺元，如果 
<乂 +, _>无零因子，那么好为乘法么元。 

证明对于任意的為若 &则 e * 8 ^ 0 * e = 9 % 若 ® ★&因 
为必为左幺元，艮 P 有 故有 o ?* e - a ; = a ：， a ?， 即得 ( x *€— cc ) - a ^ O , 

又因<2, +, ◊无零因子，现 a ； — 故得 ®， e — 即 
因此,《为乘法幺元。 


6 - 80 设◊!，十，◊是一个含幺环，如果对某个元素有一个 


以上的左逆元,则该元素必有无穷多个左逆元。 

证明设 aG 义且 a 有抑个左逆元％如，…，爪，即有 

a^<6=e ( 卷 =1, 2) ?i>2 


因为对于任意的2,…』抑)，都有 


a 一窃 •你 ■<*—<?+ tf =政 

、 - • 

所以有 ( e —£ E ' o # - H (^ l ) * a^e 

因为当在卢 j 时， e—a，a^+ 办尹 1—tf-ay+a；!, 所以 e —化甸+叫 
(i=i, 2,…，仰)是 a 的 n 个左逆元，故必存在右€{1, 2,…， 

使得 e —心咏+叱-叱，即得 awtf 。 若取 j £{1, 2, … 

就可导致—叫，即 ejf —« i 的矛盾。 

因此，的左逆元必有无穷多个《 

6 81含么环不可能与不含么元的环闻构， 

证明设<3, +, ◊是一个含幺环 〆 +, ◊是一 个不含幺 
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元的坏。弁设<义◊中的幺元为 t 

设的 B 是一个同构映射,于是，对于任意的 ae 次 
h 所以 jKa.e) =^>0) •炉 (tf ) 因为？>是双射，所以对于任 
意的 〆 a )€^ 均有 P ( a ) •炉 炉⑷ 0 同理可得 〆 小炉 (>)=■ 
9 H 这就导致炉⑷为 JS 中的幺元的矛盾。 

因此，含幺4不可能与不含么充的邳同构。 

6-83 试证； a ) 有理数域的自同构映射只有一个^ 
b ) P { i )^{ a + U \ a , 6 SQ } 的自同构只有两个。 

证明 a ) 我们知道,在同构映射下，幺元映射到幺元,逆元映 
射到逆元。所以若有同构映射 h 则必有 

p (1) = 1 

供 (2) =■= 识 (1) + 沪 (1) ■= 2 

I 

由此可见，对于应有 p (7») = m y 从而可得於(一 m ) — 

又因 <p ( m -1 ) \tp ( m )] -1 =- w _1 


故有* 


™ <p * Tt _1 ) ^ q >(^ rri ) 




因此，自同构只有一个，即为恒等映射。 

10对于域<尸(幻，+，_>来说，很明显地有以下两个自同构 
映射:对于任意的 a + WSP ( i ) 

tp%ia-\-bi) ^a-Vbi 
g?a(a4- hi) ^=a — bi 

现设 / 是另一个自同构映射，故有 /(— l ) = 一 1, 由此可得 

一 1^/( 一 1) ■/(“) = Lfd)V 

若设 /(0= c + 缽则有 

( c + rfi ) A==i1 — 1 

c 3 — #+2威=--1 


于是，由 c * 一 rf a =* 一 lj ^*=0 可解得 c = 0, rf = ±1。 

另外，由 a ) 可知，对任意的必有/(一 = % 

由此可见，莽取 d =+ l , 则有/□师若取則有 / — 
9 私 因此，鱗 CP (0, +, •> 的自同构只有两个。 
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第六章格和布尔代数 

A 内容提要 

1格的概念 

格设 <為是一个偏序集，如杲2中任意两个元素都有 
最小上界和最大下界，则称 <4, <> 为梅 o 

格诱导的代数系统设 <式 <> 是一个格，如果在幺上定义 
两个二元运算 V 和 A ， 使得对于任 意的义 be A , a \ Jb 等于 a 
和 6 的最小上界， 6 等于 《 和 & 的最大下界，那么，就称 
V , A > 为由格 <2,所诱导的代数系统。二元运算 V 和 A 
分别称为并运算和交运算。 

子格设 < 本彡〉 是一个格，由 <> 诱导的代数系统为 

〈為 V , A >, 设月 EX 且丑妾0,如果2中的这两个运算关于及 

是封闭的，则称 <見 O 是 <4 的子格。 

格的对偶原理设戶是对任意格都为真的命题，如果在命题 
P 中把 < 换成 V 换成 A , A 换成 V ，就得到另一个命题 
尸'，我们把称为 P 的对 偶命题 ，则 P ' 对任意格也是真的命题。 

格同态、格同构设 <2： l , 是两个格，由它 

们分别诱导的代数系统为 <2 ：u Vt 八1>和<2^ A 焱，如果 

存在着一个 从土到 的映射/,使得对于任意的％ ，有 

/( aVJ )〜/( a ) V s /(&) 和则称 /为从 

八 1>到<4, Vi 八》的格同态,亦可称 O 
是〈牵，的格同态象。当/是豕射时，则称/为从 <4, Vi , 
入1>到<2% Va 的格同构，亦称 <^ L , 彡 ◊ 和 ^ a > 这两 
个格是同构的。 



■ 定理 6^1.1 在一个格 <A 中，对任意的％ 都有 

a^aW 6j b<a\!b , a[\b^a, a/\b^ ； b 0 

定理 m 在一个格<為 <> 中，对于 a 如果 

心和 则 al \ c=^b f \ d 。 

♦ « 

推论在一个格<為 o 中，对于％如杲则 
ctVM ^ Ve , ahb ^ aAc , 这个性质称为格的保序性。 

定理 8-1.3 设< 為彡〉 是一个格，由格 <2,岑>所诱导的 
代数系统为« V ，八>,则对任意的％ 6, A dS 牟有 
( X ) = a 八6 = 6八 a ; (交换律） 

(2) ay ( b ^ c ) = ( aV 5) Vc , a /\ (6 Ac ) - ( aA 6) f \ c- t (结合 
律） 

(3) a \! a — a , a\a = a ； (褡等律〕 

(4) (^V A &!) cz /\ ( f ? V^©o (吸收律） 

引理 6-1.1 设 〈為 V , 八>是一个代数系统，其中 V , 八都 
是二元运算且满足吸收性，则 V 和 A 都满足幂等性。 

定理设 〈牟 V , A > 是一个代数系统，其中 V 和八 
都是二元运算旦满足交换性、结合性和吸收性，则2上存在偏序 
关系 < 7 使<先 <> 是一个格。 

定理 6-1-5 在一个格<牟中，对任啻的 a L <笔都 
有 tzV (6 Ac )^ (« V ft ) A OVc ) 和 (a 八&) V ( aA : c)=^ofA (6 Vc) D 
定理 H .6 设 <4, <> 是一个格，那么，对于任意的％ 

A f ^ a=^b^a j\b ^ a^a\J b b ^ 

定理 6-1.7 设 〈禹今 >是一个格，那么，对于任意的 A \ c 

有 a ^ c^aM (5/\ c )=^(« V &) A^o 

推沦在一个格 <2,彡> 中，对任意的 A ceA , 必有 
( aA &) V (« Ac ) =<oA (6 V ( a 八 c )) 和 aV (& A ( oVc ))=^(« V 6) A 

0»Vc )。 

定理 H .8 设 / 是格 〈山 ，彡1>到<4, O 的格同态，则 

对任意的6女 e 如黾必有 /(®)=^/ (女) e 

定理 6-1.9 设两个格为和 < A Sf /是从 
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到為的双射，则 / 是 <土， O 到彡必的格同构，当且仅当 
对任意的 { a ) =^ a /( fc ) o 


2 分配格 

分 E 格设 <矣 V , A > 是由格 <4 O 所诱导的代数系 
统。如果对任意的 A 6, eS 洗满足 a 八 （6 Vc )=( aA « V ( aAC ) 
和 ( bAe )^ ( aV &) A 则称 O 是分配浴。 

模格设 <2, <> 是一个格，由它诱导的代数系统为 O / V , 
AX 如果对于任意的仏為当5<«:时，有 aA (办 Vc)=&V 
(« 八也则称 〈牟 是模格。 

定理 6-2.1 如果在一个格中交运算对于并运算可分配，則 
并运算对交运算也一定是可分配的。反之亦然。 

定理 &- JS .2 每个链是分配格。 

定理设<^ 4> 是一个分配格，那么，对于任意的 
a , b ， c € 如果有 a 八八 c 和 aV 6 = aVc 成立，则必有 

帝 o 

定理6-免4;设 彡> 是模格，当且仅当在！中不含有适 

合下述条件的元素％ % 切： 且 = vV a «八似八 w 。 
定理6-货.6对于模格，当有三个元 素〜卜 〜使得 

aW (6Ac)^(aV6) A C«Vc) 

(aAi) V («;A (&Vc) 

和 ( aAb )\^( i \ c )\/( cAa ) < (a V 6) 八 （6 V c ) A 0 Va ) 
这三个式于的任一式子中把 换成“ =” 成立，则另外两个式 f 
中把换成“ - 〃也必成立。 

定理 6-2.8 分配格必定是模格。 


3有补格 

格的全下界设 〈忐 是一个格，如果存在元素对 
于任意的牟都有则称《为格 <2, 的全下界，记格 
的全下界为0。 
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格的全上界 设 <為 是一个格，如果存在元素牟对 
于任意的疋€益，都有 <6,则称&为格<次#>的全上界，记格 
的全上界为1。 

有界格如果一个格中存在全下界和全上界，则称该格为有 

界格。 

补元设 〈牟 <> 是一个有界格，对于2中的一个元素 a 如 
果存在便得 aVS = l 和 《 A 6 = 0, 则称元素6是宄素 a 的 
补元』显然也称元素 a 是元素6的补元。此时，也可以说和6 
这两个元素是互补的 & 

有补格在一个有界格中，如果每个元素都至少有一个补元 
素，则称此格为有扑格 D 

有补分 K 格一个格如果它既是有补格，又是分配格，则称它 
为有补分配格。我们把有补分配格中任一元索 a 的唯一补元记为 

定理—个格<>若有全下界，则是唯一的 a 
定理 6 U —个格 <4若有全上界,则是唯一的。 

定理设 <>是一个有 界格，则对任意的 
必有 A 1 — ®j aWO = a ? ofA 0=0 o 

定理 6~3 j 在有界分配格中，若有一个元岽有补元素，则必 
是唯一的。 


4布尔代数 

■ 

♦ 

布尔格 一 个有补分配格称为布尔格， 

布尔代数由布尔格 <2,与>,可以诱导一个代数系统 <2, 
hr\ 这个代数系统称为布尔代数。这里/是』上的一 
个一元运算,称为补运算,使得5为 a 的补宂。 ，\ 

有限布尔代数具有有限个元素的布尔代数称为有限布尔代 
数。 

两个布尔代数的同构设 〈次 V , ，和 <見 v , A , 一> 
是两个布尔代致，如果存在着 A 到 S 的双射/,对于任惫的$ ft 


€笔 都有 / OV »)，/(«) V / W ， f ( aAb )= f ( d ) AfCb ) t f ^) 
-丽，则称 〈儿 V , 八， ，和〈足 V ， A , ■> 同构。 

原子设<冼 O 是一个格,且具有全下界，如果有元素盖住 
OJK 称元素 ^ 为原子 e 

_ 定理 U .1 对于布尔代数中任意两个元素义&,必定有 

(it) tj J ** ■/ ~ tL\J ^ 

定理* M .2 设 <4, o 是一个具有全下界 0 的有限格，则 
对于任何一个非零元案&(即不等于全下界0的元素）至少存在一 
个原子％使得 

引理6~4.1在一个布尔格中， & A 3=0 当且仅当 
引理 6-4,3 设 V , A , ，是一个有限布尔代数，若& 
是2中任意非零元素 ，奶，…， 办是2中 满足屯 的所冇原 
子及)，则 •” V 叫& 

引理 H 3 设<牟 v , a , _>是一个有限布尔代数 jei , 

I 

且也办…，％是满足(卜1, 2,…， A ) 的2中的所 
有原子，则 6 =oiVaW … V 办是将&表示为原子的并的唯二形 
式。 

引理6~4.4在一个布尔格 <卓4> 中，对2中的任意一个 
原子《和另一个非零元素 I 和 ^ 两式中有且_仗有一式 

成立。 

定理 H 3 (Stone 表示定理）设 〈為 V ， A ， ，是由有限 
布尔格 〈洗 <> 所诱导的一个有限布尔代数, S 是布尔格 < A^y 
中的所有原子的集合，則 d v , 八_>和 〈少⑻ ， u , n ，> 同构。 

推论 M .1 有限布尔格的元素个数必定等于其中 W 是 
该布尔格中所有原子的个数。 

推论任何一个具有 2" 个元素的有限布尔代数都是同 
构的。 


6布尔表达式 


布尔表达式设<丰 V ， A , >是一个布尔代数，并在这个 
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布尔代数上定义布尔表迖式如下： 1. 4中任何元素是一个布尔表 
达式任何变元是一个布尔表达式 D 3.如 果色 和办是布尔表 
达式，那么，^ ( hVW 和 ( hAO 也郁是布尔表达式 。 4.只有通 
过有限次 1 运用规则2和3所构造的符号串是布尔表迖式。 

»元的布尔表达式 一个含有％个相异变元的布尔表达式， 
称为含有 a 元的布尔表迖式。记为丑0^ 其中巧, 

吻，…， A 为变元。 

布尔表达式的值布尔代数 <4, V , A , _>上的一个含有 n 
元的布尔表达式五0^私〜)的值是指：将益中的元素作为 
变元々0 = 1，2,…， W 的值来代替表达式中相应 I 的变元（即对变 
元赋值)/从而计算出表达式的值。 . ‘ 

两个布尔表达式的笔价设布尔代数 <式 V , A , ，上两个 
«元的布尔表达式为^(吻，以 …， 穿 J 和馬 a ^) 3 ja 
果对于丸个变元的任意赋值斯=^ ■时均有瓦 i ( Gi , ‘…， 

SJ = ^ ( i lf … ， I 乂则称这两个布尔表达式是等价的。记作 

^ 2 , .•〜叫）=五 2 (吻，吻，…， 

布尔函数设 V , A , _>是一个布尔代数,一个从，到 
Z 的函数，如果它能够用 〈牟 V ,八，_>上的 n 元布尔表达式来 
表示,那么，这个函数就称力布尔函数。 

定理6,5-1对于两个元素的布尔代数<{0，1}， V ， A , _>, 
任何一个从 {I 1 K 到{0, 1} 的函数都是布尔函数。 

定理设忍(％叫…，叫)是布尔代数 V , ~ 
上的任意一个布尔表达式，则它一定能写成析取范式。 

B 选题例解 

例题 6-1 证明在任何格 <及 <> 中，对任意的 a 6, c ^ L 9 
C(aA&) V (aAo)2 A [(^A6) V (6 八 c)] 八 6 成立。 

. 分析对于这一类型的题目，虽属容易，但也不能粗枝大叶 D 
如果一看到等式左端两个方括号内都有就去用一下分配律 



而得 


t (« A 5) V A [(a A 6) V (i A . e )^ 

- ( aA &) V ((^ Ac ) A C ^ Ac )) 

即为 (^ A 6) V (<* 八 & 八 e ) 

这时,若再用一下吸收律，岂非就轻而易举地征得 

( a 八 5) V OA & Ac ) = t & A & 

了吗?然而，题目中指的是任何格,而上述证明中却用了分配律，因 
此，这样的证明对非分配格而言是无效的。 

事实上，证明这种等式的基本方法是利用任意格所固有的性 
质，以及根据运算 V 和 A 的特性来进行，而且又往往要采用设 
法证明端‘右端”和“右端左端”的手段，最终证得“左 
端右端％ 

证明 根据 Y 的特性 

(« A &) V (« Ac ) 

。 a/\ l^(a/\b) V (6 Ac) 

于是，由定理 6-1-2 以及定理 6-1.3 中的幂等律，便椏 

C (® A 6) V (® Ac )] A [(« A ^) V (& A <?)] (1) 

另外，由于 

a A 

故有 (® A &) V ( a /\ c)=^a 

同理可得 ( aA 6) V (* Ao )^6 

由定理 6-1.2 即可得 

[(« Ai ) V (« Ao )] A [(« A 6) V (6 A «)]=^£35 A & (2) 

因此，由式 (1)、（2> 即证得 

t(«A&) V(^Ac)] A[(^A&) V(6 Ac)]=^A& 

例睡 6-2 设 〈牵 是一个格，在 2 中的一个元素 a 如果 
a = 蕴含着 a -® 或者 a = 则称® 为并不可约 元素。试证： 
在有限格 <2,今> 中，每个元素都可写成并不可约元素的并。 

分析我们从并不可约元素的定义可以获知，对于一个元素 
« j 若至少存在两个元素 y + 便得 ^ = 那么，元素功 


就是并苛约的了。由此可见，一个元素 G 是并不可约元素，其实质 
是裉本不存在两个元素^尹& y ^ a > 而使得 《 = 换句话说, 

就是不存在两个元素且 ya ， 使得 《 = 因此，如果我 

们把且不存在另外的 y 使得 的 T 称为 元素 a 的直 
接前元，那么，并不可约元素就是那些仅有一个或根本没有直接前 
元的元素。对于任一元素，要么最多有一个直接前元，要么至少有 
两个直接前元。由此，容易证明本例题的结论。 

证明对于任意的次有以下两种情况： 

(0 若《仅有一个直接前元或根本没有直接前元，则《本身 
就是并不可约元素； 

( ii ) 若&至少有两个直接前元，不妨设其中的两个直接前元 
为^和 h 于是就有若匕和心已都是并不可约元 
素，则 a 已被写成并不可约元素 的弁； 若 h 和心中 至少有一个元 
素是并可约元素，则又可将其写成其它元素的并。这个过程可以 
继续进行下去。由于 <2, <> 是有限格，故此过程经过有限步总 
要终止，最后得到 

*■* Vc,* 

/其中,〜4都是并不可约 元素。 应当指出，在这个过程中， 
有可能出现某个 Q 和某个 CV ，且 C *-<0, 的情况，这时，由于 
%故^可以从该表达式中删去。 

因此，所得的结论可以这样说：在有限格<4,中，每个元 
素都可写成并不可约元素的并，且在这个表 
达式中的并不可约元素是两两不可比较的， 

即其中没有一个并不可约元素是另一个弁不 
可约元素的前元。 

最后，还应指出，在有界格中』一个元素 
写成并不可约元素的并，其表达式并不一定 
是唯一的。例如， 图 6-1 所示 的格。在送个 
格中 j 就有 a = b \/ c JI a = bVd f a ^ b \/ e a 

例题 M 设 〈次 <> 是一个有补格，且每个元素的补元是 
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唯一的，则中的并不可约元素除0以外都是它的原子 & 
分析这类题目，一般用反证法，就是假定在 〈本 中存在 

—个并不可约元素 a 且不是原子，然后，利用题目中给定的 条件, 
最终导出矛盾。对此题，我们可以这样来分析，设它是并不 


诃约元素且不是原子，那么 a 必有唯一的直接前元6 e 且6尹 

0,又因是有补格，所以6有补元5,还因每个元素的补元是唯一 
的，所以，旣然就必有这是很重要的一步分析^接着, 
正因为5#1,所以就可以进一步考察 a 与5之间的关系,显然， a 
S 不可能是 S 的前元，否则，就有 吻今 S ， 从而导 

致 = J = 1 的矛盾^既然 C 不是 S 的前元，故 
a 八5必是 a 的严格前元。又因6是 a 的唯一直 
接前元。根据以上分析，就应得出囝 6-2 所示的 
情况。由此可见， aA 5^ dA 5=0 7 从而得到 
« A 5=0 o 另外 7 由于 = 〜 故可得 aVS ， 
( e » V 6) VE = «V (& V 5) =-aVl = l 0 这就表明 5 
是 a 的补元。再由假设条件，补元是唯一的，故得从而导致 
与 b 枭 a 的直接前元这个假设的矛，盾。 



aA5 
图 6-2 


证明 

设 a 是并不可约元素且 a 不是原子，设&是 a 的唯一 
直接前元，即 

因为《不是原子，所以又由补元唯一的条件即可知 S 异 
1。若《与5,则由&<0彡5,可导致 &. V 5-5-1 的矛盾^故⑦八5沁 
因为6是 a 的唯一直接前元，故有 a A 546-^。 

由和 a 八 5< E , 即可得 

ay \ E <6 八5 = 0 

由 此便得 a \ h^O 

由 b 乂 a , 就有 = A 所以 

a \/^= 0 V &) V 5 = ^V C & V 5) =«\/1 = 1 

由此可见， a 是5的补元，已知补元是唯一的，故有 a = 这就与 
i < a 相矛盾。 


m 


因此，具有唯一扑元的有补格中，除0以外，并不可约元素都 
是该格中的原子。 

例题 M 设 n 为一正整数，记最 n 的正因子}，若 
I 为认上 的整除关系，显然 ， <iK 1>是一个格。现有 XW , IV 
巩，在笛卡尔积认父巩上定义二元关系 E 为： 对于於， 
< c , a > eB 4 xD 9 , «七 s >, <匕 办〉 e 丑当且仅当 《| c 且 6| d 。 容 
易知道 < AxZ ^ 於也是一个格。试证明格於同构 
于格 <岛〜|>。 

分析：要证明两个格是同构的，首先要设法写出这两个格所 
分别诱导的代数系统，然后再设法找出使这两个代数系统确立同 
构关系昀同构映射。对于本例题中给定的两个具体的格 < Ihxlh ， 

|>,因为它们都是有限格，所以都可以根据它们的偏 
序关系完整地画出其对应的哈斯图，有了哈斯图在相当程度上可 
以帮助我们去写出所诱导的代数系统中相应的二元运算。事实 
上，格 < AxA ^ 及> 和|>的哈斯图可分别如图 6^ s ( a ) 和 
图 6 _300所示。从哈斯®容易看出，在格 < i >4 XZV 所诱导的 
代数系统 < i >4 xA >, V , A > 中， 

<a t b} V <c, d> = <LOM(^ c), LCM(6, d» 

<«, by A <e, = <001)(0, c), G0D(b f d)> 

而在格<1>撕 i > 所诱导的代数系统0>叫 V ', 中， 

0VUCM(% a A/i = GOT (a, 6) 



< i , i ; 


图 6^3 


Cb > 


am 


我扪还可看到，图 6-3 中的两个哈斯图是相同的；而且两个图 
的对应位置上的元素存在着这样的关系，即 （a ) 中的一个元素 
〈七 O 所对应的 (b ) 中的元素~存在着的关系。这就很 
自然地找到了 与之间的一个双射。最后，就剩下进 

—步去验证该映射满足同态条件便 是了。 

证明设从 到的一个映射为 /, 对于任意的元素 
<a, by^lK^D^ f«a, & »=«'5 o 显然，这是一个双射。 

对于任意的 〈匕 dWJh 議 ，有 

/C<^ &>V《必） c>, LOM(&, d)» 

-LOM(^ o) - LOM (6, £) 

— c * d ) = («-&) 

v7 d» 

/(<«, &>A<^ dD>)=/«GODK c), GCD(&, d)» 

^GODK 0 )* 600 ( 6 , d) 

= G0D (a*b r c*d) = (a*V) l\ f (p*cC) 

=/«^ &» A 7«^ d » 

因此 ，〈私 xi> 0 , 及>与<丛^ |> 同构。 

例题 fr _5 在图心 4 中给出两个五元素格。试证明 ： 格 

<A 为分配格的充要条件是在该格中没有任何子格可以与这 

两个五元素格中的任一个同构。 


a 



< b > 

图 6-4 


分析必要性是显然的^为了证明充分性，可作这样的分析。 
首先，由定理心2. 6 可知分配格必定是模格。其次 3 由定理 &- 2.4 
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可知，格 <2, <> 为模格的充要条件是在2中不含有适合条件 

史 、^且 V % 劝 = u /\ w 的元素 h t %这实质上就 
是在2中不含有与图 6^( b ) 这个五元素格 同构的 子格。由此可 
见，为了证明充分性，只要证明非分配模格中一定包含有与囹 
6-4( a ) 这个五元素格同构的子格就可以了。而这样的证明往往是 
釆用构造法，也就是说要设法在一个非分配模格中找出一个与图 
心4 ( a ) 这个五元素格同构的子格。由图 e -4( a ) 可知，这个五元素 
格中，除了全上界^和全下界 e 外，其佘三个元素\ 是两两 

不可比较的，并且这三个元素中的任意两个元素的并是七交是匕 
因此，在非分配模格中要找与图 64( a ) 同构的子格，只要能在非 
分配模格中找出这样五个元素％化匕 仏％ 使得叫匕办， 
办中的任意两个元素的 并是％ 交是％这五个元素互不相等；办， 
这三个元素是两两不可比较 的 3 
证明必要性：这是显然的。 

充分性：由上分析，只要证明在非分配模格中一定能找到这样 
的五个互不相等的元素％办，私知便得色，吻/你中的 
任意两个元素的并是 w , 交是％匕％办两两不可比较。以下就 
是去找出这样的五个元素。 

先从非分配模格中取出三个不满足分配律的元素如，你 ，吻， 

并令 


= (%V«a) A («aV^) A(®aV^i) 

吧 = C^A^a) V (a a A^) V (osaA^i) 

^ A ^s) V A V ) 

办〜 (a 3 A«i) Y 八 (® 3 V ) 

^a= Aa a ) V («aA («! V) 

因为 % A y 

岛 ，所以 

«iA(<»iV«s) A A C^bV^x) =« 

闻理 £ K 3 Aai ：^«。 由此可得 

V C^a A«a) V 
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郎然而，由定理 6- 2,5 可知，由于化， ，你 不满足分配 

律，故必有因此就冇$夂 M 。 

接着，证明也％办中的任意两个元素的并是化交是 h 
Bi\/02= ((% 八 a a ) V C^A («aV®3))) 、 

V (A th} V A V )) 

= C(«iA («sV«a)) V (oaAfti)) 

V ((«sA («3V ) V ( 办八 a 3 )) 

A (^2 V ^ 3 ) ) V A (% V ch.)) 

> 

— (^aV^) A O^y OaA («flV«i») 

( 因你 A (03 Vt&i) 用模格条件〕 

I 

C«aVo«) A (caVfia) A OiV %) 

( 因，用模格条件） 

=14 

4 

同理可证 

A = { (^a A ^ 3 ) V C^i A (®& V (£ 3 ))) 

A ((%A«i) v (a^/\ (%V«0)) 

( («a V « 3 ) A («1 V (^a 八咖 )）） 

A (C^V%) A ( 办 V O 3 A^i))) 

(因 dsA^^aVoa, aaA^^aV^ 用模格条件） 
& ((ets VA («aV (a 3 /\^t))} 

A (fe V«i) A (d feA«a))) 

*=== (»s V /, tti) ) A («i V («aA«a)) 

(^&Aat) V (a a A (^iV A'^a))) 

( 因 A V 0^ 八用模格条件） 

^ («aA^) V (^A^s) V A o 3 ) 

( 因 tSa 用模格条件） 

=丨 

同理可证，你 A Q &八 = 办。 

然后，再证％ %心仏岛是五个互不相等的元素。 

若〜心 中有两个元素相等，利用对称性，不妨假设 
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则将导致 = 的矛盾； 

若贝 ij v ^ eihes ^ uA ^^ es , u = eaWe 3 = vWe ^ et , iKW 

I 

导致的矛盾； 

若 v ~= e tf 5 !lj u = e 1 \ Je ^ = v\ / ea = es J 从而 

导致 & = 的矛盾。 

最后，证明心化 & 是两两不可比较的。 

利用对称性，只需考察其中的两个元素即可，不妨取^和^。 
若以=^ 3 ,则将导致 w = e ； iVt ^ = e a 的矛盾。 

至此 T 已经证明在非分配模格中可以我到这样的五个元素 
U , ' 匕％ e s , 使得由这五个元素所组成的子格与图 6^(0 中的 
五元素格同构。 

例题 6-6 假设/是从布尔代数« V ,八，_>到另一布尔 
代数 〈見 u , n , 的映射，如果，对于任意的 a ieA 

f ( ayb ) ^ f ( a ) Uf ( b ) (:或 /<> 八 &) =/(«) n /{5» 

f ( a ) =/5> 

则/(«八6) -/(«) n / c &) c 或 /( 必 v &) =/(«) u /(&» 0 

分析因 〈牟 v , 八，->和<4 u , n , 今都 是布尔代数,/ 
是2到五的映射，故对任意的 A iu ; 忐有 /( a ), /(&) s 五且有 

a/\h = a^b, a/\b = a\}i r aS b = a l\S 

/5wc&) =/5) n/w, f(a)n/(h) =/5ou/w 〜 

等式子成立，因此，在已知 /( aVO =/ o ) u /( 6 ) 和/@)=说 
的情况下，利用已有的一些式子，容易证明 f ( a /\ b ) = f ( a ) n /(6 )o 

同样地，在已知 /(« AO =/(«) n /(6) 和的情況下， 
也容易证明 /( aViO —/(«) u /( w 。 下面，只证明前者。 

证明 因为对于任意的 a 6 e 乂有 

/ OY &) =/_/(*), f ( fi ) - m 、 

所以 

f ( aAb ) = f (7 Kb )- f & hf ) = f ( aWl )- f ( aWf ^) 

^ f ( a ) nf $)= f ( n ) n /(5) ^ f ( a ) n / c &) 
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例题 6-7 设6,水 〈少 ⑻， U , n 』， 是一个布永 
代数 , B = {0, 1}, <見 V , A , _>是一个两元素布尔代数，设/是 


逆 (>5) 到 S 的一个映射，使得对于任意的 Ae ^ CiS ) 


试证明/是一个同态映射。 

分析由例题 6- 6可知，只要 证明： 对任意的 

f{AHB)^f(A) Af{B) 


f ④ -IW 

那么，^就是一个同态映射了。 

对于任意的 Be ^( S ) t 有这样两种情况，一种情况是 
B 中均含元素\另一种情况是盂， 刀中- 至少有一个不含元素&。 
对于前一种情况， in 刀中必含有&，而对于后一种情! a ， 么 ns 中 
必不含有 I 据此， m^vEn f{A n B) ^f(A) Af(B) 0 另外，若 
A 中含宂素 6, 则文中必不含元素&。据此，也容易证得/(2)0 

IWo 


证明对于任意的车 SS 妒⑺乂若 6 e 溢且 & e 尽则 AG 
4 n 忍,故 f ( A ) =1, f ( B ) — 1,且 /( adb )^ i , 即有 /( a n ^)- 

若牵万中至少有一个不含元素 \ 则6在 
An 足故 / U ) 和 /( b ) 中至少有一个为 0, 且 /( jns ) =0, 即有 

对于任意的 若 6 eA r 则6牵2,故 

f ( h 即有/(2)=7^"-=0;若6珐玫则&€又故/(冯一0, 

/(3)=^ 即有 /(5 f ) ^ f (2 T ^ l , 

由此可见,在任何情況下，均有 

~f{A) Af{B) 

/(!) ^ f ( A ) 

因此， / 是 <少(私 U , n ，> 到 < B , v , 八，，的一个同 
态映射。 
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例睡试 证明: n 元对称函数的全体形成一个布尔代数。 

分析 我们知道，一个具有扣元的，+-， 〜的布 尔表达 
式,如杲交换任意两个变元时总得出一 个等价 的布尔表达式，则这 
个表达式就称为一个对称函数。 

现在来考察一个 n 元对称函数的二元赋值，而二元賦值就是 
对任意一个变元叫2, n ) 只能賦予0值或1值。 显然 r 
如果在一个 W 元对称函数中，赋予1值的变元数目固定不变的话。 
则函数的值也不会改变^ 

在此基础上，容易证明这样一个 结论： w 元布尔表达式是对称 
的充要_条件是，存在非负整数叫的集合，使得在二元 
陚值过_中， 任何％ 个变元陚予值 t …，幻，都使表达 
式的值为 : U 

我们把数仰称为对称函数的特征数，或者把 
k V ， 称为对称函数的特征数集合。 

如杲我们将一个 n 元对称函数与其相应的特征数集合建立一 
种对应关系，容易怔明 7 这种对应是炸元对称函数全体到夕 (2) 
的一个双射，其中 A = {Oj 1 ? 2 , B f …，抑}。 

因此，我们只要证明《元对称函数全体与驴 (2) 同构就可以 
了。 

证明设 n 元对称函数的全体 为兄。 

对于任 意的炱 相应的特征数集记为式1, A € 

显见，且相应的特征数集为 

Aa >,€ f b 且相应的特征数集为 ^ in ^ e ^(^)； 
AeK 且对应的特征数集为』 一^=^ e 穸(4。 

另外其相应的特征数集为 0 ; l € y n ， 其相应的特征 

数集为1, 2,…，斜。 

因此， < F nt V, a , ，与 <^u), u, n, ，是同构的。 
因为 <少(^0, U, ft, ~>是布尔代数，所以 <i^， V, A, ，也是 
布尔代数。 ： ' 
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C 习题与解 


e~i 由图 6-5 所示的偏序集，哪一个是格?为什么？ 

[ 6 - 1 . ( 1)1 




解沁不是格，因为1, 2没有最大下界。 
b ) 是格。 

0) 是格。 

d) 不是格，因为1, 2没有最大下界。 

^2由下列集合 i 构成的偏序集0^0,其中4定义为< 
对于当且仅当 m 是吻的 因子。 问其中哪几个 
偏序集是格。 

a) ^-{1, 2, 3, 4, 6, 12} 

b) L=^{l r 2, 3, 4, 6 ? 8, 1^, 14> 

o ) i = { l , 2, 3, 4, 5, 6, 7, S , 9, 10^ 11, 12}。【6-1.〔2)】 
解 O 是格。 

b) 不是格，因为 12, 没有最小上界 D 

<0不是格，因为9, 10没有最小上界 d 
6-3 验证以整除关系为偏序关系的正整格 < I + , i > 所诱 
导的代数系统 <J + , V, A> 满足V,八的交换性、结合性、等幂 
性以及吸收性。 1^1 - (3)] 
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证明，对于格 [> 来说，其诱导的代数系统 <j + , v, a> 

♦ • 

中的二元运算 v 和八分 别为: 对于任 意的％ 6 ei + 有 

a \ fb = J , OM ( a , b ) ? a \ b - GOJ )( a y b ) : 

所以，容易看出，对于任意的 A 6, c € J + , 有 

«V6=I j CM(^ 6)-L0M(fc, a) -^bWa 

aAb = GOD ( a f b )^ GGp ( b f a)-bAa 

CoVft)Vc = LOM(^ 6) Vc = LCM(^ b, e) 

-(tVLCM(6, c)-aV(6Vc) 

C ^ Ai ) Ac = GOD ( a , 幻八 e = GOD (… 6 〆 ） 

taf \ G ( yD ( b ? c ) a /\( b /\ c ) 

V ® €t) = a 八 = GCTD (Cfj =£C 

设 GOI >( a , &)= 饥，则必有整数馭使得 a = 于是， 

<® V (p l\ b) =a\ / (GGD {a s i)) V 仰 

= LOM { a f Tti ) =~ LGM ( 7 nk t m ) 

= THtJC €h 

*♦ 

另外，设 LCMfX 6)=〜 则必有整数乙使得 n = la , 于是 
<35 A ( c & V ^) ALCMfc&j 

= GOD(tjSj rt ) = GCD(foj as ) —a 

M 设 <4, 是一个格，.任取 ^ 6 且 a -< b , 构造集合 S = 

叫托2且则 <5,也是一个格。 【6-1,⑷】 

证明因为 <為今> 是一个格，而丑 G 次所以 <及是一 
个偏序集。对于任意的 c , cVd 和 cAd 是唯一存在 

的。 

由于 a ^ d ^ b , 所以由和可得 v 

♦ 1 * ♦ 

«r=aVa=^cVd 

由和 d ^ b 可得 

c\fd^ ： b\/b^=b 

这就表明 a ^ c \/ d ^ b f 即可知 r 
同理可证 eAd € i ?。 

因此, O 也是一个格。 



匕 6 设汶 », A 是一个格，试画出此 
格的哈 斯樹。 

解见图 W 。 


fa , b 9 c , d ) 





图 e-e 

6-6 设 J? 是两个集合,/是 i 到方的映射，证明 <S, £> 
臬 c> 的一个子格，其中 

证明首先，因为/是 A 到5的映射，所以对于任意的 
屹郁有唯一的&€尽使得于是，对于任意的毛』 

少⑷，有 /(毛)和/1：4 3 )且明显地有 

/(▲ u ： i 2 )=/ ⑷ U / ⑷ r 

/( An 4)=/( A ) n / A ) 

其次，因为 <WCB), O 是一个格，且由 S 的定义可知吝 s 
逆 CB ), 所以 <汉， O 是一个偏序集。 

最后，对于任意的匕办€&必 有毛， 』 a e 妒 ( o , 使得 

/ C ^ i ) = Sjj f (^ a )=^ 
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因此, < s , £>是<分0»), 口〉 的子格。 

8-7 设 〈牟 V , A > 是一个代数系统，其中 V , A 都是二元 
运算且分别满足幂等性,试举例说明吸收性不一定成立。 

【6-1 ■ ⑹】 

解设 〈為 V ,八>是一个代数系统，其中 ▲-{〜&}, 且 V 
和八的运算表分别如表 6-1 ( a ) 和表 64( b ) 所示。显然， V 和八 
都满足幂等性，但是却有 

(a\/b) Aa = b/\a=b 

即吸收住不成立。 

表 《~1 


V 

a b 

A 

a b 

a 

1 

a & 

a 

a a 

b 

a b 

b 

b b 


(a) 


w 


«-8设 a 和&是格 <為中的两个元素，证明： 

a) <»/\& = 6当且仅当 aV& = ^ 

b ) aA & 气&和《八6气《当且仅当 a 与&是不可比较的。 

【6-1.⑺】 

证明 a ) 因为在格中吸收律总是满足的， 所以： 

若 则 a\/b = a\ / (tf A&) =a t 反之 r 若 则 

a/\b^= («V&) Ab^b Q 

b ) 若《八6<6且 a 八& ■<% 即表明“八&^6 且妗％现 
用反 证法: 如果 a 与6可比较，则 

要末 a ^ b 而导致 aAb - a 的矛盾.要末 b ^ a 而导致 a 八6取 
6 的矛盾。 

因此 ，与 6是不可比较的。 

- 反之，若《与6 是不可比较的，即且&夹化这就表明 



ft 八且然而,在格中 彷 \ b 式 a 熟 a /\ b ^ b 总是成立 
的，因此，就有和 aA 6 K 6。 

6-9 设 < A 与〉 是一个格，々是汲中的一个固定元素，试证 
以下的两个从2 到么的 映射外 和内都 是保序映射，其中科和 
的分 别定义 如下： 

对于任意的 

巧 (a) 城 aKh 

证明对于 h 6 e 车若则由格的保序性可得 

a /\ Jr =^ bf\h 

a\i Kb\j k 

这就表明？和。因此，仇和炉 3 都是 A 
到4的保序映射。 

6-10 证明在格中若岑 C , 则 

« V 5=5 Ao 

(« Ab ) V (6 Ac )=6=(« V 6 )A (« Vo ) [6-1 . (8)] 

证明由 ®= ^得 ffiV & = 而由 &< c 得 bf\c = b ， 所以 aVb 
— 6 A^o 

因为 (« A 6) V (6 Ac )- ( aA 6) Mb ^ h } 而由 aV 6 = 6 和 a\fe 
， c 可得 ( ayb ) A ( a \ J 0)=6入(? = 6,所以 

( aAsb ) \/ ( bAo )^= b =^ (« V 6) A ( cV ^) 

6-11 证明在格中 成立： 

( a 入 &) V ( c /\ d )=^( a \/ c ) /\( b \/ d ) 

和 （a 八 &) V (6 八 c ) V ( oA «)^(« V &) A (6 Vc ) A ( cV «) 

' 【6-: L ⑼】 

证明因为 cAii < c ， 所以 0 八0 V ( c /\ d )=$« Vc , 

又因 a 八 & 彡 6 和 cAd ^ d 而得 ( a 八 &) V ( cAd )^ h \ d , 因此， 

O 八 &) V (cAd)^(a\/c) A (bWd} 

另外，因为 0 八^ ^ Ac =^ b ^ cAa < 义所以 

( t ® A 6) V (6 Ac )=^» V & 

I 


«3»6 t 


((®A&) V (6Ac)) V 八 Vcf 
即得 (oA&) V (& Ac) V ( c /\ a )=^ a\/b 

同理可得 

(a/\b) V Ac) V {c g 
和 (al\b) V C^Ac) V CcA«)^cV« 

所以 («A6) V (6 八 c) V (cA«)=<C«V6) A(&Vc) /V(cV«) 

8-18 设 p 是幂集穸 OS ) 的一个格自同态，证明 ：年史 作用下 
映照为同一元素的全体元素所构成的集合对于集合的#和交都是 
封闭的。 

证明对于妒 ( S ), 令 
于是，对于任意的 A y £ R { a 、， 有 

fp(x) =<p(y) " 

由 = 沪 (忠) U 炉(汉) 

得 

♦ ♦ 

由 ns /) 

得 ⑦ 

即集合的并和交在丑⑷中都是封闭的 D 

6-13 闬对偶原理证明定理 6- Id 中的后一个结论，即在格 
中若 和 则 af \ c ^ b /\ d a 【6-1, (10)】 

证明利用定理 6-1.2 中的前一个结 论:若 和则 
« V ^ iVd 0 对此结论应用对偶原理应有，若和则 

6八八 c 

现将 a 与 6 互換， c 与 3 互换，即得若 和 c<ci , 则 

aAo^b Ad 

6-14 设« 今〉 是一个格，证明 <牟也是一个格。 

[ 6 - 1 .( 11 )] 

证明首先，对于任意的 a ， \ 当且仅当 

满足自反性； 

若 b ^ ita ^ 则有且因为4满足反对称 
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性,所以有因此也满足反对 称性； 

若衫4且64於，则有且因为4满足传递性, 
所以有即可得因此 ,4 b 也满足传递性。 

由上可知，<4, 彡心是 一个偏序集。 

其次，对于任意的 a beA , 因为 <a <>是一个格，所以，不 
炕可设 A J 的最小上界和最大下界分别为 C , 足则有 

由 d =< G 和 b ^ G 可导致和 c ^ s b f 因此，若<?是 a, &关 
于 < 的最小上界，则 c 必是心6关于的最大下界； 

由 d 彡 a 和 d ^ b 可导致和 b 豸一， 西此,若 d 是％ &关 
于4的最大下界，则 d 必是1 & 关于# 〃的最小上界。 

因此，« 也是一个格。 

8-15 试举两个含有6个元素的格，其中一个是分配格，另一 
个不是分配格。 【6-2 . CL )】 

解分配格如图 6-7 (a) 所示， 不是分配格如图 6-7(b) 所 

示。 



«-16在图中给出的几个格，哪个是分 配格？ [6-2. (2)] 
解 0) 和 （0) 中都有与^1同构的子格，所以它们都不是 
分配格。 （b) 是分配格。 
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图 6-8 


而 


8-17 证明格 （ r ， max , mim > 是分配格。 

证明对于任意的％ 6, cGl 

max ( a , mm c )) 

a &< 0 ， b<a 

b o<& 

c<b 9 c<« 

c ^ b 3 a<^c 


【卜 2 .⑶】 


max(Oj b) 


(<?，c) 



min (max (a 9 b), max(^ c)) 

r c) =a b 《 a ， a<,c 

min a) ^ a 

b 


min(b > o) 




,o 


b < a f c<a 

a< ； c, 6<<s 

t ^^ b , a^Cj c^b 

o <® 


min (b 7 a) = a 

所以 max (a, min c)) = mia (max (a，&), max c)) 

用对偶原理可知 

min (a, max (5^ c) ) = max (tuin (a^ V), min (a 3 o)) 

6-18 试证分配格的每个子格必定是分配格。 

证明裉据书 上给出 的一个 结论： 一 个格是分配格的充要条 
件 是该格中没有任何子 格与图 6-9 中两个五元素格中的任一个同 
构 0 


♦ SS9 • 


a 


a 



如果芬前格的某个子格不是分配格，那么，该子格中必有子格 
与罔 6-9 中两个五元素格中的一个同构，这就导致原分配格中含 
有与图 6-9 中两个五元素格中的一个同构的矛盾。 

因此，分配格的每个子格必定是分配格。 

6-19 证明在分配格中，可把分配式更一般地 写成： 

(& iV^V …V O 二 (« A bt ) V A is ) V … V (« A K ) 

a V (&iA 八…八 O = (a V h ) 八 0 VA …八 C > V 心） 

【6-2 .⑷】 

证明 用数学归纳法。 

归纳基；已知 a 八 （hVW = ( a /\6 i ) V OAD 

aV ( fixAh ') = ( aV & i ) A (aVD ■ 

归纳假设 : 谀对成立，即有 
m Al (6iV 6aV *" V 為 n-i) 、 A&i) V A 6a) V_ V ( 仿 /\ & H _i) 
aV CJiAfiaA*-A6 n -i) = («V&i) A (wV5s) 八…八 
归纳步骤 : 对 R 就应有 

… VU 九） 

3 !>八 （ ftiVhV … V ( a 八 6„) 

=(a A 6 i ) V (a A M V … V 0® A U V (® A 6 fl ) 

[ aVK & iAh 八…八 U 八 ( a V 6„) 

;<« Vfei ) A OV & i ) A A (^ V & n ^ i ) A (« V K ) 

因此，对于任意^分配式总是成立的。 

6-20 设 <本彡> 是一个分配格 & e 乂且矿<6,证明 
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f(cc) = (a?v«) A5 

是一个从 4 到 S 的同态映射。其中 

五={您卜€ A 且 【6-2.(5)】 

证明首先证明，对任意 aG 笔必存 /(Wd 
因为 Va 且所以 

即 ㈤ 这就表明 /^ Oe 凡因此，/是从』到 : s 的一 
个映射。 

其次证明，/是同态映射。 

对于任意的 A 


f(^\ f v) ^ C(^V^) V«) A& = (>N/ 岁 v«0 八 & 


= OA6) V (以八 &) V (a A&) 

/ ⑻ V/ ⑻。 （ OVa ) 八 &) V ((VVa) 八 6) 

(sc/\b) V (aAb) V {yt\h 、V (a/\b) 
= (x'/\b)\/ (>Ai) V (® A&) 

所以， =/(>) V / C ^) 0 

同理可证 


/(①八女) =/0)八 /( 夕)。 

因此,/是一个从么到 B 的同态映射。 
6-21 试举例说明模格不一定是分配格。 

、 【64 . ⑹】 

解给定格如图心10所示。 

对于任意的％ A 1, a f b r c }, 若有 

y ^, 则只有岁 =0 或者; c =- i 。 

® ACi / Vfi ：) = o ^ A ^ 

y\f (a ； A«) =x/\z 

若 ^1, 则 

« A (^ V «) = y^z 
^ V i ^ hz ) 




o 

m e-io 
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所以，总有因此，由图 6-10 给出的格是 
一个模格。然而，它不是分配格。 

*6-38 证明：一个格«#>是分配格当且仅当对任意的七 

(aA*) V (6 Ac) V (o 八 a) = (aVb) A (6 Vo) A (o V«) 

【6-2 ■⑺】 

证明 对于任意的牟令 

a r = (a\/b) A («Vc) 

V = b \ f 。 

C f = Q 

就有 

wM r )M {Vhc^y WKa r ) 

-((flV6)A(»Vc)A C&Vc))VC(6V^A«> 

V O 八 («V&) A («Vc)) 

^((ayb) A (aWc) A (6Ve)) V((fiVo) A«) V« 
^((a/\b) V (®Ac) V (6 Ac)) \/a 

歡 a\( (6 Ac) 

CVWWVOMWV) 

-»(((aV&) A («Vc)) V (6Vc» 

A((JVc) V«) A(«V<(«V6) A(«Ve))> 

-((OV&) A OVp)) V (6Vc)> 

八 (fiV&Vo) A (OV&) A C^V^)) 

-((C«Vi)A(«Vo»V(6Vc))A((aV6)A(^Vc)) 

- =(aV&> A(«Vc) 

所以 a\f (6 Ac) = (aV 6) A («Ve) 

同理可证 a 八 6) = («A6) V(a 八 c) 

因此，格 <2, O 是分配格。 

反之，若格 <2, <> 是分配格，则有 

(«A&) V (6A0 V (oAfi)-(6A OVc)) V (oha) 

"C* V (cA^» A ((«Vc) V (cAa)) 



-=(« V *) A (i Vc ) A ( cV ^) 

e - 33 证明：一个格 <4 o 是分配格当且仅当对任意的 

(®Vi) Ao^aV (iAc) 

证明若 <4 是分配格，由 

a t \ cr=^a 和 ( b /\ c )=^( iAc ) 

可得 ( aA ») V (fc Ac)=^«V (6 Ac ) 

所以 ( a \/ b ) Ac=^ay (6 八 o ) 

反之，若对任意的 A 5, G & A , 有 (《 V 6) Ac =^ V (& Ac ), 则 
可得 ' 

( aV &) Ac =^ ((& Vo ) Ac ) /\e 

^(& VC « Ae»Ao (: 由已知条件) 

= C (« Ac ) V &) Ao 

^(^ Ac ) V (& Ao ) 〔由已知条件) 

又由 ^ Ac =^( aV 6) Ac 和 6 Ac =$(« V 6) Ao 

可得 ( oAc ) V (& Ao )^( aV 6 )Ao 

于是就有 {« V 6) /\ o =( aAc ) V ( SAo ) 

I 

由定理 6-2.1 可知 


( a 八 6) Vo = ( aVo ) A (6 V <?) 

因此，袼以，是分配格。 

6-»举出两个含有 6 个元素的格，其中一个是模格，另一个 
不是模格。 h [6-2.(8)] 




图 


解给出两个6元素的格，如 m 6- ii 所示。 

由定理 6-2,4 可知，图 6-11 ( a ) 中的格是模格，而图 6-11 ( b ) 

中的格不是模格。 

6-班证明:一个格是模格当且仅当对于任意的％ I 0,有 

(6 A (<®Vc)) = (a、/ft) A (^Vc) 【 6-2 . ⑻】 

证明设 <义，是一个格，且对于任意的〜 L 上式 

成立,则当 a 吻 时，就有 = 故得 

ctV 〔6八 c ) = ( a \/ b ) /\o 

所以 ，〈式 是楔格。 

反之，若 <2, 是模格，则对任意的当 

时，有 、 

<®V(i Ac) = («V&) Ao 


因为所以 

(6A («Vo)) = (a^/b) A (aVo) 

6~ S 6 设 〈本 ¥> 是模格 ， a 汄 且％ 夕分别盖住 〜 
证明 則 y 盖住沈 和仏 [6-2. ( io )】 


证明由题意可知，且没有牟使得 

a^Z^Xj Qi^T^ 努 

X^v 所以 = 

又因如果另有 

使得 

那么，就应有图 6-12 的情况出现。 

现考察有以下三种可 能:. 

( i ) 若2八35 =怎,则 a ?：^。 又因炉 ^故有 

所以只能有 ^ Vy =^-, 



y 


(ii ) + 若认 : c = \ 则 #% 这是不可能的； 

(iii) 若 0 八 37=(^ 则女 VG 八疋）心另有 2 八 （ yV®) 

-3 。因为故由模格的定义可得 

y\i (sA») ^ 八（穸 V 疋） 



所以 

由此可见 zVy 盖住 h 



同理可证 盖住％ 

*6-27 设是模格，$ b ^ S , 作了 = 氏且 

Y = { y \ yQS t 且 则 V 面的互 逆映射 

( a > QX ) 

V -^ Vt\a ( pGY ) 

是 X 和 r 之间的同构。 t &-2 - ( II ) ] 


证明记 fi V ^ {£c £ - S ") 


{ y & y ) 

由于 a A 所以 (« A ^) V V & V &，即 b ^ x \/ b 


^ a \! b , 故 / 是工到 r 的映射 ; 类似地可知，是 r 到 x 的映 


射。 

对于任意的了，有 

?(/(於)〕 = g ( py ^) A 0 V &) 

= £ DV ( aA 6) (_ 因为并用模格条件) 
=- a ? (因为 a /\ b ^ 3 ^) 


这就表明 P 是/的左逆。类似地，由于对任意的 

/(〆 穿 ) ） =f(y/\^) = (3/A0) V&^^A («V6) 

所以 £； 也是 / 的右逆。因此，/和0都是双射。 

另外，设 a A &4：151=^吻=<七则有 

( a ? i V fc ) V (®s V ^) ~ (怎 iV ® a ) V b — x^\Jb 

由此可知 A V b ^ Mb t 所以，/是保序映射。 

类似地，容易验证也是保序映射。 

由上所述，/和 P 分别是 X 到 F 和 5" 

到 Z 的双射保序映射，于是，根据定理 
6^1.9 即可知，/与？都是 Z 和 F 之间的同 
构映射。 

6-38 试根据图 6-13 所眾的有界格，回 
答以下问题 & 




a ) a 和 / 的补元素分别是哪些元素？ 

b ) 该有界格是分配格吗？ 

o ) 该有界格是有补 格吗？ 【6~3.(1)】 

解 a ) a 和/都没有补元 3 
b ) 因为 cA & V /) = cAg = 〜 W 

(c/\&) V =B\J 

所以 *cA ( eWf )^ ( cAe)V ( cA /)。 因此，它不是分配格。 
o ) 显然地,就没有补元。因此，它不是有补格。 

6-39 证明 :在有 界格中0是1的唯一补元，1是0的唯一补 
元。 E 6-3 .⑶】 

证明因为 0 A 1 = 0, 所以0和1互为补元。 

若1的@一补元为 h 则 

Oi 八 1^=0, 

但 040 ^ 1 ,所以由此可得(^ — 0。因此，0是1的唯 
一孙元。 

同理可证 ，1 是0的唯一补元。 

6-80 试举例说明，有补格不一定是分配格，分配格不一定是 
有补格。 

解给出两个格，如图 6-14 所示 ^ 其中， （ a ) 是分配格，但不 



u> ❿ 

留 6-14 

是有 补格； （ b ) 是有补格，但不是分配格。 

6-31 证明具有两个或更多个元素的格中不存在以自身为补 
元的元素。 【6-3. (3)】 
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ii 明凡涉及到补元，该格必为有界格。对于任何一个有界 
格来说，自然有 

1 V 1-1, IA 1-1 

♦ ♦ 

0 V 0 = 0 〆 OAO -0 

所以，0和1都不可能以自身为补元。这就表明，具有两个元素的 

格中不可能存在以自^为补元的元素。 

♦ ♦ 

对于具有多于两个元素的有界格来说，我们考察该格中的任 
一 元素 a =^0 M 

若则导致 a = l 的矛盾； 

若八0 = 0,则导致的矛盾。 

因此，具有多于两个元素的格中也不存在以自身为补元的元素 & 
«-38在有界分配格中，证明具有补元的那些元素组成一个 
子格。 【61⑷】 

证明在有界分®格中，至少有一个子格 {0, 1}。 

设在有界分配格中具有补元的元素所组成的集合记为0。对 
于任章的為& eo , 它们的补元分别记为 H 
先考察因为 

0 V 6) V (5 A 5) = («V i V 5) A C^V & V 5) 

-(6Vl)A(aVl)=iAl-l 
<tfV6) A(5 aE) = (aAoAS) V (fiA^AS) 

-(0A5) V (OAc)-OVO-O 

所以 

再考察因为 

s 

(aA6) V C® V5) = («V5V&) A (&Va V&) 

• s 

-(5V1)AC5V1)-1A1 = 1 
(ff A 6) A (5 VE ) * ( af \ b /\ i ) V ( oA 6 A 5) 

p (0 八 6) V (0 A ») ^=* OVO^O 

所以， aAftSO 。 

因此， a 是子格。 

«~83 试 证明: 具有三个或更多个元素的链不是有补格。 

【 6"3.(6 )】 
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证明设具有三个或更多个元素的链为 < A , <> 0 
对于任一元素 a a ^ l t 如果 a 有补元6,即有 
aVft = lj « A 6 = 0 0 因为 <2，是链,所以必有或 b =^ a a 
若则有这就导致 of = 0 的 矛盾； 

若则有这又导致 的 矛盾。 

这就表明 a 的补元&是不存在的。因此，这神链不是有补格。 

6-34 设 <為是一个有界格，对于 A 汉€忐证明 

a ) 若 ; c Vy = 0 贝 ij 尤=穿=0; 

b ) 若; cAy = l 则 ® = 【6-3.⑹】 

证明 W 若由定义可知 a ^ O , 由于 0 是全 

下界， 所以不 可能有和因此, iT =^ = 0。 

b ) 若 xh ; l 0 由定义可知1^,由于1是全 h 界， 
所以不可能有 和 1^因此, 

6~35 证明在布尔代数中，有 

aV (a A6) =fflV6 

«A (5V&) =a/\b [6-4 . ⑴】 

证明 因为布尔代数是由布尔格所诱导的代数系统，而布尔 
格是有补分鳃格，所以就应有 

«V (et 八 6) = («V«) A (<® V&) =1A (®V&) = ®V& 
a A (« V 6) = («A®) V («A^) =^0 V (« A6) =a 八 6 
6-86 设 V , 八， ，是一 个布尔代数证明 
y 当且仅当【6-4. (2)】 
证明 由引理 6^*1 可知 

当且仅当3八5=0 
即有 当且仅当 y \^ = 0 

再由铝理 M .1 即得 

xAy ^ O 当且仅当怎 
因此，在布尔代数中，<2/当且仅当 a 
6-37 设 <2, V , A , ，是 一个布尔代数，如 果在』 上定义 
二元运算 ㊉ 为： 
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a®6= (a 八 5) V (^A6) 

证明 ©> 是一个阿贝尔群。 【卜4.(3)】 

证明 （ i ) 由 A , V , - 这三个运算在2上都是封闭的，所 
以/运算 ㊉ 在么上也是封 闭的； 

(ii) 对于任意的 c^A 

(a©6) ㊉ c! (C>A&) V 

口 ((( a 八 5) V (^ AE >)) Ac ) 

V(((«A5) V(a A&)) Ac) 

-= (a 八 5 八 b) V (i/\iAc) 

V(((5 VS) A («V^)) Ac) 

■= (a/\h/\c) V (5 八 6/Vb) 

V(((«A&) V C« A5)) Ac) 

=(oA® Ac) V l\b 卜 ; c) 

V (a A * Ac) V (5 八 5 八 c) 

同理可得 

a ㊉ (&©e) = (aA^Ac) V («A&Ac) V (oA&Ac) V (石八 5Ae) 
所以， ㊉^㊉ c) = (« ㊉ &) ㊉ e, 即运算 ® 满足结 合性； 

(m) 因为 

« ©& = (aAS) V (aA&) ^ (bAa) V (5 八 a) = 

所以，运算 ㊉ 满足可交 换性； 

( iv ) 对于任意的 a 有 

a ㊉0 = 0@ 保 =- (OAS) V (D A = 0 V (1 A«) =0Vo=a 

故0 是溢中 关于运算㊉的 幺元； 

CO 对于任意尚 aG 龟有 

a®a ^ (a /\ a) W (tf A^) =0V0=-0 

这说明 2 中的每一个元素均以其自身为逆元。 

因此,<4 ©> 是一个阿贝尔群。 

6-38 设 V ,八，_>是一个有限布尔代数,级」，勿， rt 
是该布尔代数中的全部原子。试证明，对于这些原子的任意一神 
排列化，都有 


V v a h " 

f=i ；=) t+i 

I 

钲明由引理 6^.2 可知 

y \/ <ii i 

由此可得 (4 aX 》 ^= v ^ = l 

\H1 / \/=A + l V j=i 

又由于对任意两个原子%，均有如〜0,故有 
( v ^) a ( V V (叫八 叫 J =0 

\/»1 / \j^ip+l / ^=im = fc4-l 

由此可见 ，V %和 ◊ %是互为补元的。 

因此，就有 

As n 

V V 

^1 卜 fc +1 

139在一个具有全上界1的格中，如果有元素 a 被1盖住， 
则称元素 a 为反原子。试钲明，在任何一个有限布尔代数« V ， 
A , ，中，原子的个数必定与反原子的个数相等。 

证明首先证明2中的任一原子％其孙元素 G 必是一个反 
原子。用反证法，假设5不是反原子，那么必定存在 & G 2, 使得 

若…口0, 则由引理 6-11 可知这就与假设相矛盾， 
所以 b /\<^^ 0 o 

由于 a 是原子，故 = t 即有 a = &A<&, 又因有 S 弋&, 
故得从而导致1^5的矛盾。 

由此可见 j 必是反原子 

因为在布尔代数中，任一元素有且仅有一个补元素，所以，在 
有限布尔代数中，原子和反原子总是成对出现的，因此，在任何一 
个有限布尔代数中，原子的个数必定等于反原子的个数。 

6- W 设 <4 V ， A 』 _>是一个茚尔代数，在么上定义二元 
运算 a ' b ^ Kh 则布尔代数中的运算都可用运算 t 来表示 
证明对于任意的％ 有 


« V j ^ V i) - (5 A S) = C A a) A (b7^b)) 

~ a^c^CbW)) - C4^)tC&t&) 

a/\b= (aAh) ^ <« t &) = ((« t &) A (^|6)) 

— =(« W 个刚 

a=^a7\0f-^af\a 

6^41 设 « V 』 A ,-> 是一个布尔代数，如果在 2 上定义 
二元运算+, •为： 

« 十 & 二 （a 八 5〕V (5 八 6) 

a、b 一 负 !\b 

证明 〈人 +, _>是以1为幺元的环 。 【6^4_(4)】 

证明由习题 6-37 可知，« +>是阿 M 尔群； 

由于运算八的封闭性和可结合性，故 ◊!, _>是半群； 

对于任意的 I fi ， cS 义有 

o* (E*+c) =^oA ((^Ac) V (E A^)) m (©A^ Ac) V («A5A 

( f » 八 6) + (a 八 c ) ^ 

- ((«A&) A (aAc)) V (0 八 &)A(aAc)) 

= (O 入 fc) 八 (®Vc)> V ((«V5) A («A*?» 

— C«A&Ac) V (> 八 5 八 c) 

所以 W (6+ c ) = a *6+ a _ c 0 同理可证， （6 十 c)•a = 6.< t + e ， ff 0 
对于任意的牟有 

— a * I — 

所以， 1 是关于运算•的幺元。 

因此,<4 +, _>是以1为么元的环。 
fr 4 a 对于上一题中的二元运算+和％证明， 

a) (®+^) +b=ci ； 

b) a* (i-hc) = (a*b) + (a*c)| 

o ) a - ha ^ O ； 

d ) 

e ) [6-4. (5)] 
证明 a ) 由习题 6^37 可知，运算 + 是可结合的，所以 


， ' 



+ 6 = a 十十 6) ==«+((& 八 5) V (5 八 6)) 
= t*H- (0 V 0) — +0 ** (a 八 D) V (a 八 0) 

= (35 V 0 ~ <1 


1>)在上一题中已获证。 
o) 在 a) 的证明中已可见。 

d) 在 a) 的怔明中已可见 0 

e) Al) V (a 八 i) (aAO) VC 53 a。 

各43设 5, 10, 11, 22, B6, 110} 是所有整因子 

的集合, 证明：具有全上界110和全下界1的代数系统 ,LOM, 
GCD,'> 是一个布尔代数，这里，对于任意的 zG JT, ^ = 110/% 


no 
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证明显然，代数系统<1， L0M, 
god ,) 是由格<疋，|>所诱导的，其中I 
为整除关系。关于格<1, |>的哈斯图如 
图 6-15 所示。 

由此哈斯图可见，其中不存在与书上 
图^9中两个五元素格同构的子格，所 tJU 
格|>是一个分配格。 

因为对于任意一个存在 
110/ a 使得 


LOM(^ ^)-110, GODO, £d0*1 
例如,22’』匕 LCM (22, 5) =-110, GOD(22 J 5)=I ; lO^I^LOM 
(10, 11) =110, GOD(10, 11) ^ 1 , … ，等等。所以，格 〈& |> 是 
—个有补格 ^ 


因此，<瓦， LCM, <3CI>』） 是一个布尔代数。 

«- M 设 CK ； V , A , ，和 u , n , ，是 两个布尔代 
数,并设/是从瓦到 i 的满同态，即对于任 意的％ 托1有 
f ( x hp ) ^/(^) 0/(^), - f (^) U/Wj SW ) 

试证明： f ( Sh )= O t 




这里 ， 久， <^和4 : u 分别是相应的布尔代数中的全下界和全上 
界。 【6-4 . (7) 】 

证明因为/是从五■到 i 的满射，故对任意的1€从必存在 
蚝圪使得/⑻ 

又因 Wfm Uf ( Jh ) =/(AVO,) ^ f ( k ) 

m ⑻ n/CD -fa aw -=/w -i 

故有 /(o fc )w 和 k / oo 。 

由于 ？ 的任意性，所以 /(h) 和 /(4) 分别是 i 中的全下界和 
全上界。而布尔代数中的全下界和全上界都是唯一的。因此，必有 

6 45设12和24的整因子集合分别 为仏， {t, 2, 3, 4, 6, 
12} 和 ^-{1, 2 7 3, 4, 6, 8, 12, 24}, 试问 LCM，GOD/> 

和 < K 2 , LOM, GOD, ^ 是布尔代 数吗？ [6-4. (8)] 

解因为 |1」=6, 而由推论 e-4.i 可知 
有限布尔格的元素个数必定等于所以 H ， 

O 不是布尔格，由此可知 〈■ETi, LCM,GOD/> 

就不是布尔代数。 

因为 d LOM, GOD, 〉是由格 <it a , 彡> 

所诱导时，这里岑是整除关系，即对 于虼心 € 

_ 

^ I 弍怂当 且仅当^整除心，而由图6-16 
所示的关于的哈斯图可知<> 

不是一个有补格（因为之4, 6, 12均投有神元)，所以 <瓦^ O 
不是布尔格，因 LOM, GOD,) 也不是布尔代数。 

fr~46 设 a , i Sj …， 6 r 都是布尔代数 <4 V,八， -> 的 
原子，那么 … V&r ) 当且保当存在着使得 

炉 ho 【心4*⑼】 

证明充分性若0 则有 

W (ft] V^V … V 石<-工V h+i V … V石 r) 

必要性用反证法。设 a 与 〔 i^VhV … V 6 r ) 而不存在 
iSr ), 锼得《 =〜 



因为 k k …， 卜都 是原子，所以就有 

V(«AWV*-VC«AJr)*OVOV-V0=0 

现考察 家 iV % V … V 6 r )' 因为 

«A (&iV&aV … V6 r ) 口 o>f\ (61 ViaV'** V6jr) 

=(®A&i) V (« 八 V … V A Jr) 

所 W , 由引理可知， a ^(6 iVJW 7 ' ； " V 57), 再由引理 6^.4 
可知 ， （h V 心 V … V W , 这就与偎设相矛盾。 

因把，必存在使得《 

6-47 设心^\是有限布尔代数 <4, V , A , _>中 

的所有原子，那么3/«0当旦仅当对每个6都有 = 这里， 
l<i<r 9 [6-4, (10)] 

证明必要性是显然的。若$ = 必有 

(i — 1 7 2^ r ) 

充分性用反证法。假设3//\&产0(去=1, 2, …， r ) 而 a ^ O 。 
于是，由定理6~4, 2 可知，至少存在一个原子 &/ l <： Kr )， 使得 
从而导致以八心=~鈐0的矛盾 0 所以必有 y —0。 

, 6~46 设五 Oci, 化吻 ）= On 八吻 ）V ( 吻 A 吻 ）V ( 匕八印 3) 是 

布尔代数<{0, lh V , A , _>上的一个布尔表培式 a 试写出瓦 
办，吻)的析取范式和合取范式。 [6-6, (1)3 

解对于给出的布尔表达式 

-B ^ ® 3 ) (£&iA^) V (^A^b) V C^A®a) 

可以写出其对应的函数表，如表 6-2 所示。 


Ei^ JT&, 2^) 


表6-货 


因为函数值为 1 所对应:的有序三元组依次为 <0, 0, 1>， 
<0, I , 1>, <1, 0, 1>, <1, 1, 0>, <1, 1, 1>,所以可分别构造小项 

^ ® iAS a A ^ 叫八心八〜因 

此,布尔表达式五(化吻，吻)的析取范式为 ^ 

E (a^, ^ a^) -= (ii !\x 2 f\a>^) V (^iAa ： 3A^ 3 ) V {^iA^aA^a) 

V feA^ASa) V (^A^A%) 

丙为函数值为 0 所对应的有序三元组依次为 <0, 0, o >, 
<0, 1, 0>, <1, 0, 0>,所以可分别构造大项为 

V 、 因此， £?(%,化叫)的合取范式为 

丑 （％，％ ® 3 ) = v®a V A ( a ? iV 5 a VaJg) f\ ( SiV ^ aV ^ s ) 
6-49 设 x &r = (3 IjA »3 八匕 ） V Oi 八^八妁 ） V 

(吻八^八心)是布尔代数<{0,1}，乂，六， 乃上的 一个布尔表达 
式。试写出 E ^ Sj 叫)的析取范式和合取范式。 

[ 6-0 . ( 2 )] 

解先写出布尔表达式茗(仏％ %叫)所对应的函数表，如 
表64所示。 





铂此可得』办，％,而)的析取范式为 
丑 0*1 ， 334 ) = (^lA^aA^sA^) V (aJiASaASaA^) 

V A A A ^ 4 } V A A A 

V C^iA^jaAisA®*) 

而 E (心， £ T 3 , % A ) 的合取范式为 

五 ( 怎 lj 吻 , 吻 , ^ 4 ) (aaV^V^V^i) A (a>iV^V^3V^4) 

A (o^. V a5a V ^3 V ^ 4 ) A (a?iV^aV^ 3 V^) 

A (flJiViaV^VA (cciViaViaV^) 

A (®iV^V^3V^ A (^iV^aVa?3 V^4) 

八 (SiV^sV^V^) A (SiVSaVSsV^) 

A (5iV5^V% V^4> 

6-60 对于表 6-4 中的函数尤试分别用析取范式和合取范 
式来表示。 【6-6. (3)1 


表 6-4 



f 

<0, 0, 0> 

1 

<0, 0, 1> 

0 

<0, i, o> 

• • 晒 

1 

<0,1, i> 1 

0 

< 1 , 0 , o> 

a 

a 0 , i> 

1 

< 1 ， 1 ， o> 

0 

<i, i> i> 

1 


解由表 6-4 可知，/的析取范式为 

f= (Si A A ia) V (5i A A S 3 ) 

V OiAhA%) VOiA% 八叼〉 

/ 的合取范式为 

/= A (a；ivSa V5 a ) 

A V^a) A (SiV^a V^a) 
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第七章图 抡 

A 内容提要 

1图的基本概念 

图三有序钽 < y ( G ) f 輝 称图。其中 f(go 是非空 
:结点集合，丑 ( e ) 是边集合，押是攰集五到绪点无序偁（有序偶) 
集合上的函数。因为每条边总是关联两个结点，故图亦常记作为 

o >。 

无向边号无序偶 (叫叫) 相关联的边。 

有向边与有序偶<% 外〉 相哭联的攰。 

无向图每一条边都是无向边的 
有向图每一条边都是有向边的图。 

混合® 既有无向边又有有向边的图 a 
邻接点矣联于同一条边的两个结点。 

邻接边与同一个结点相戋联的边。 

环关联同一结点的一条边，环亦称自回路。 

结点度数在图 奶 中结点 Oer ) 关联的边数记作 

deg Wo 

明 <?的最大度 A ( Gf ) = max { deg ( u ) 

围 G 的最小度 5((?) = min { d 0 g (®) j^gF (G )} 0 
入度 在有向图中射入一结点的边数称为该结点的入度。 
出度 在有向图中由一结点射出的边数，称为该结点的出度。 
变序列 设图 G 有结点❿如 g (如) ， 
…， d 嗯 ( O ) 为图&的变序列，简记为 ( ‘而 W 。 

平行边 连接于同一对结点间的多汆边。 


多重图含有乎行边的图。 

简单图不含有平行边和环的图。 

完全图每对结点间都有边相连的简单图。 

相对于 完全图 的补围 由图 e 中所有结点以及所有能使 
成为完全图的添加边所组成的图，称为沒相对于完全图的补图， 
或简称为 G 的补图，记作％ 

子图对图© = < F ， 奶，如有图# = <厂，丑>且五'=丑, 
rcr 称^为 ff 的子图。 

生成子图 如果 e 的子图 包含仔 的所有结点，称该子图为沒 
的生成子图。 


相对于图 g 的朴图 设五> 是图丑>的子 
图，若有图丑〃 > 使中仅包含屌”的 
边所关联的结点，则 (?" 是子图相对于图沒的补图。 


图的同构 设图五>及图仔、 y, 足） 如果存在一 
—对应的映射仍且 e= Oi , 奴 j) 〔或 <叫％■>)是仔的一条 

边，当且仅，当〆二（〆％),〆％))(或勿㈤)，?(^)» 是# 的一条 
边， 则称 g 与 a 同构,记作 

定理7- 1.1 每个图中结点数的总和等于边数的两倍，即 

^deg(v)=2\D\ 

定理 7-1.2 在任何图中度数为奇数的结点必定是偁数个。 
定理 7-1.3 在任何有向图中，所有结点的入度之和等于所 
有结点的出度之和。 

定理 7-1.4 n 个结点的无向完全图怂的边数为1乂 


2 路与回路 


路 设 A 是关联于结点 和％ 的边，交替序列 
称为连接仙到％的路。 

回路 在交替序列 中 ，当 时称此 交替序 
列为回路。 
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迹所有边均不相同的一条路。 

通路所 有结点 %,叫， h 均不 相同的一条路 o 
■ 在通路 中, / v Q = v no 

连通在无向图(？中，结点《和0之间存在一条路，称结点 
«与结点，是连通的。 


连 通分支结点之间的连通性是结点 w 上的等价关系，由该 
等价关系可将 r 分成非空子集 Ft 每一个非空子集 
K 确定了一个连通子图记为 0(^1), g ㈣ ，…, 

称为图 (？ 的连通分支 。图汉 的连通分支数记为 W(G) 0 
连通 B 若图 G 只有一个连通分支，则称沒是连通图。 
点割集 设无向图 ^ = <7, 丑〉 为连逋图，若有点 
使图 G 删除了 中的所有结点后所得子图是不连 通的， 而删除 


了 Fi 的任何真子集后，所得的子图仍是连通 
—个点 割集。 


则称^^是^的 


割点 仅有一个结点的点割集称为割点。 

点连通度 在图没中为 " f 产生一个不连通图需要删去的点 
的最少数目称为点连通度，记为沒的点 
割集}。1 _ 


边割集设无向图 G = <F， 五） 为连通图，若有边集及 lC 丑 
使图 G 中删除了 1：!中的所有边后所得到的子图是不连通囹，而 
删除了 的任一真子集后得到的图是连通图，则称是的一 
个边割集。有关边割集亦可定 义为： 设汉为 7(60 的任一非空子 

在<?中连接& s 之间的边集记为 [a s], 称它为》 
的一个边割集。 

割边图<?中满足幫汾—6>^((?)的边称为 G 的割边。 
因此由一条边构成的边割集，亦称该边为割边。 

边 连通度 为了产生一个不连通图需要删去的边的最少数目 
称为边连通度，记为 X0S0=miii{|A| | 馬是 a 的边割集 

可达在存向图 G £ = <F J Ey 中从结点《到少有一条路，称从 
w 到①可达。 
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单侧连通在简单有向圍 G 中，任何一对结点向，至少从一 
个结点到另一个结点是可达的。 ^ 

强连通在简单有向图 G 中，任何一对结点的两者之间相 s 
可达。 

弱连通在简单有向图中，略去边的方向，将它看成无向 
图后，图是连通的。 

强分图在简单有向图中，具有强连通性质的最大手图。 

弱分图在简单有向图中，具有弱连通性质的最大子图。 

单 侧分图在简单有向图中,具有单侧连通性质的最大子图 。 t 
定理 7-2.1 在一个具有《个结点的图中+,如果从结点％到 

结点％存在一条路，则从结点％到结点％必存在一条不多于 
1条边的路。 

定理 7 U 对于任何一个囝仏有 A (沒) 

定理 7-2.3 —个连通无向图中的结点 t 为割 点的充 分必要 
条件是存在两个结点《和％使结点《和切的每一条路都通过％ 
定理 7 〜 3. 4 —个有向图是强逄通的，当且仅 3 G 中有一个 
回路』它至少包含每个结点一次 Q 

定理 7- 3. 5 在有向图 万〉 中/它的每一结点位于且 
只位于一个强分图中。 


3图的矩阵表示 

邻接矩阵设沒 五〉 是一个有丸个结点的简单图，即 

% 阶方阵 A ( G ) 口 (叫)其中 

a fl , %邻接％ 

i o , 叫不邻接％或 i=j 
称 2(60 为圓 f ? 的邻接矩阵。 

可达性矩阵令 五） 是一个简单有向图，假定 g 的 
结点已编好序，即 V = 则 nxvi 矩阵其中 

f 1，从％到％至少存在一条路 

CxJ ^ \ 

〔0,从％ 到％ 不存在路 
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称 P 是图的可达性矩阵。 

完全关 联矩阵 给定无向图义令〜也…，叫和〜 a 
e « 分别是的结点和边，则矩阵 M ( Q )^ {^)，其中 

}1,若％关联 ej 

若负不关联 a F 

称见(沒)为无 向图沒 的完全关联矩阵。 

若给定有向图 A 则矩阵 M ( G ) - ( wl 其中 

1 若在 © 中叫是 q 的起点 
W 尸. 一 1,若在 沒中％ 是 e 』 的终点 
. 0,若叫与办不关联 

称为有向图的完全关联矩阵。 











































且有零个或两个奇数度结点。 

推论 a 是欧拉图当且仅当连通且均为偶数度结点。 

定埋7~4.2有向图 G 具有一条单向欧拉回路，当且仅当是 
连通的，且每个结点入度等于出度。有询图 G 具有单向欧拉路, 
舀且仅当是连通的，且有两个结点，其中一个结点的入度比出 
度大1,另一个结点的入度比出度小1，其它结点的出度等于入度。 

定理 7 U 若图丑) ■具有汉密顿回，路，则分于结点 
集 F 的每个非空 子集& 均有 TT ( G — 成立,其中 TF ( f ? — 
忍)是0—汉中的连通分支数。 

定理 7-4.4 设 G 是具有外个结点的简单图，如果 G 中每一 
对结点度数之和大于等于抑一1,则在 沒中存 在一条汉密尔颛路。 

定理 7 U 设 ff 是具有 n 个结点的简单图，如栗中每一 
对结点度数之和大于等于％则在沒中存*一条汉密尔顿回路 d 

定理 7-44 当且仅当一个简单图的闭包是汉密尔顿阌时, 
这个简单图是汉密尔顿图。 

6平面图 

可嵌入平面一个图沒，如杲能 把浮的 所有结点和边画在平 
面上，且使得任何两条边除了端点外没有其他的交点，则称仔是 
珂嵌入平面，或简称沒是平面图。 

面设卩是一连通平面图，由图中的边所包围的区域，在区 
域内既不包含图的结点，也不包含图的边，这样的区域称为沒的 
一个面。 （ 一个面的边界的回路拴度称为诙面的次数。） 

2度结点内同构给定两图6^和6^如果它们是同构的，或 
者通过反复插入或除去度数为 2 的结点后，使6^与同构，则称 
该两图是2度结点内同构 Q 

定理 7-6.1 —个有限平面图，面的次数之郝等于萁边数的 
两倍。 

定理 7-5.2 役连通的平面图仏共有 w 个结点，^条边和 r 
个面，则欧拉公式 — 成立。 

• 352 - 


定理 9-6.3 设 G 是一个 有①个 结点和 e 条边的连通简单平 
面图，若 plij 6 0 

定理 7 H —个图是平面图，当且仅当它不包含与或 
疋 & 在2度结 点内桷 构的 子图。 


6对偶与着色 


对偶图给定平面图丑> ，它 具有面八 ， f 


若有图五*>满足下述 条件： 

a ) 对于图的任一个面 凡， 内部有且仅有 一个结 点<€ 


v\ 

b ) 对于图沒的面 A , 的公共边界化存在且仅存在一条 

边 et e e % ® 4 - <^ r , t 且 < 与办相交。 

o ) 当且仅当办只是一个面 Pi 的边 界时， 存在一个关联于 

<的环4和办相交。 

则称图 G •是图 G 的对偶图。 

自对偶图如杲图沒的对偶图 (?’ 同构于 A 称 a 是自对偶 


正常着色图(？的每一结点指定一种颜色，使得没有两个邻 
接的点有同一种颜色。 

着色数对于图沒着色时，需要的最少颜色数称为沒的着色 
数，记作 <60。 

定理 7-6.1 对于 n 个结点的完全图瓦〜有® 

定理7~6.3设沒为一个至少具有三个结点的简单连通平面 
图，则中必有一结点〜使 加 g ⑻ <5, 

定理 7-6.3 任意平面图最多是五色的 0 

7枒与生成树 

树 一个连通无回路的无向图。 

树叶树中度数为1的结点。 

内点度数大于1的结点称内点或分枝点。 
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森林 一个无回路的无向图称为森林，它的每个连通分图是 
树。 

生成树 如果图 & 的生成子图是一棵树,该树称为图沒的生 
成树。 • 

树枝图 G 的一棵生成树!^树 J 7 的边称作树枝。 

弦 图 g 的不在生成树 r 中的边称作弦。所有弦的集合称 
为生成树的补。 

树权 带杈树 r 中所有边权之和称为树权。 

最小生成树 图沒的所有生成树中，树权最小的生成树。 

定理 7-7.1 给定图八以下关于树的定义是等价的。 

1 ) 连通无回路。 

2) 无回路且 e = T —1,其中 e 是边数, U 是结点数。 

3) 连通且 

4) 无®路，但增加一条新边,得到一个且仅有一个回路。 

5) 连通，但删去任一边后便不连通。 

6) 每一对结点之间有且仅有一条路。 

定理 7-7.3 任一树至少有两片树叶。 ^ 

定理 7-7.3 连通图至少有一棵生成树。 

定理 7-7.4 —条回路和任何一棵生成树的补至少有一条公、 
共边。 

定理 7-7.5 —个边割集和任何生成树至少有一条公共边。 

定理 7-7.6 在图 沒中有 m 个结点，其最小生成树算法如下： 

选取最小权边〜置边数 i <- l ； 

b ) 这一 1 结束； 否则转 c ); 

°)设已选择边为仏，在 (？ 中选取不同于 
c * 的边^ +1 ,使{〜 e H 1 } 中无回路且 句 +1 是满足此条件 
的最小边； 

d ) ^4 + 1，转 b )。 

定理 7-7.7 设 J 7 是连逋图(？的生成树，令茗(6%但 s 珐 
五 (30, 则 T + e 包含^中唯一的一个圈。 
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8 根树及其应用 


有向树 如果一个有向图在不考虑边的方向时是一棵捋，则 
称该有向图为有向树。 

根树 一棵有向树如果恰有一个结点的入度为0,其余所有 
结点的入度都为1,则称它为根树。 

根 入度为0的结点。 

叶 出度为0的结点。 

有序树根树中结点或边的次序被指定，称】比根树为有序树。 
fK 又树每一结点的出度小于或等于 m 的根树。 

完全 m 叉树每一个结点的出度恰好等于 m 或零的根树。 
正则 m 又树往完全 m 叉树中，所有树叶层次相同。 

通路长度 在根树中，从树根到某结点的通路中的边数称为 
此结点的通路长度。 

内部通路长度 分枝点的通路长度。 

外部通路长度 树叶的通路长度。 

二又树的权一棵二叉树 A 如果每一片树叶都带权，带权为 
切 i 的树叶，其通路长度为 iOi ), 令 wen 称为带权二 

iml 

叉树的权。 

最优树在所有带权叫叫，…，辦的二 X 树中，切 ( T ) 最小 
的那棵树,称为最优树。 

前缀码 给定一个序列的集合，若没有一个序列是另一个序 
列的前缀,读序列集合称为前缀码。 

定理7-8，1设有完全 m 叉树，其樹叶数为分枝点数为 t 

则(饥一 = 1 0 

定理 7~8. S 若完全二叉树有 n 个分枝点，且内部通路长度 
的总和为 J ， 外部通路长度的总和为五，则五=1十 2 % 

定理 7-8.3 设？ 7 为带权叫的最优树，则 
*) 带权叫，奶的树叶是兄弟 〆 
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b ) 以树叶 tv , 力儿子的分枝点，其通路长度最长。 

定理设 S 7 为带权的最忧树，若将以 
带权奶和奶的树叶为儿子的分枝点改为带权 tv x + w s 的树叶，得 
到， 棵新树 J 7 〜则 J 7 ' 也是最 优柯。 

定理 7-8.5 任何一棵二叉树的树叶可对应一个前缀码。 

定理 7-9.6 任何一个前缀码都对应一棵二叉树。 

9对集 

二分图 如某一简单图没的结点集 F 被分成两个子集 Z 邾 
r , 且 znra 0, 并只允 i 午 x 中的结点与 f 中的结 
点有边相连，则仔称为二分图， z 和 f 称为 e 的二分图，记作 
= 〈 X ，巧 奶。 

对集设® 五 >, id , 如果 M 中诸 迨不相邻接称 

亚为 e 的一个对集。 

Jtf - 饱和点 设 M 为 G 中对集, Jtf 中边的端 点称龙 -饱和 
点。 

Jtf - 未饱和点 若图<?有对集 见， 分中不被 m 中边所关联 
，的结点，称未饱和点。 

完美对集 如果沒中每个结点都是饱和点，称忧对集为 
完美对集。 

最大对集设 M 为 G 1 的对集，如果 G 中不存在另一对集 
M\m^\M t \>\M\ r 则称 M 为最大对集。 

&交替通路设玲， I 为 G 的一个对集, P 是 G 中 


























小覆盖。 

独立集 设图如果 J 中任意两个结点钵 
不部接，称 f 为 G 的独立集。 

最大独立集沒的所有独立集屮，结点数最多的一个独立集， 
称为最大独立集。 

边覆盖设图仔=<尸， i ? 乂 如果 C ? 的每个结点都是 

L 中某条边的端点，称 i 为 G 的边覆盖 3 

最小边覆盖 中& 数最少的边覆盖称为最小边覆盖。 

边独立集设图沒丑>,如果 if 中任二边均不 
相连接,称它为》的边独立集。 

邻集设图 G = 於， 在(？中和』中结点邻接的 

所有结点的集合，称为 A 的邻集,记为 N ( A ) 0 

完全对集设如果 X 中每一结点都是中 
某一对集 I 的 Jf - 饱和点，即 = 称 Jlf 为0的从工到 
r 的完全对集。 

K -正则图每个结点度数为瓦的图。 
f 正则二分图每个结点度数均为疋的二分图。 

奇分支如果图沒的某极大连逋子图中结点数是奇数，称该 
子图为奇分支，图的奇分支记为 cm . 

定理 7-9-1 图分 的对榘況为其最大对集的充要条件是 G 
中不存在财-增长通路。 

定理 7-9.2 设沒=<^ 玢 则 J ： 为独立集的充要条 
件是 F - J 力的点覆盖。 

定理 7. 9.3 设图 = 丑〉 中没有孤立结点，苽*和总分 
♦ | 

别是 g 的最大对集和最小边覆盖，贝 si 丨+ 1 aj = \ r \ 0 

定理 1 m 设 g =< x ， 巧丑>，则中存在从 x 到 r 的 

完全对集的充要条件是，对任何结点子集有 

\ N ( A )\>\ A \ 

推论设 c ? 是正则二分图，则 g 有一完美对集。 

定理 7 U 设 m 和及分 别是图的一个对集和一个覆 
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盖，如果则尨必棊®的一个最大对集，丑必 是沒的 
一个最小覆盖。 

定理 7-9.6 设 itr 和 £：* 分别是二分囫 G 的最大对集和最 
小覆盖，则瓦■丄 

定理 1 T 9.7 设二分图 G 无孤立点，和 i , 分别是的最 
大独立集和最小边覆盖，则 | J*1 = [i*U 

定理 7-9.8 G 有完美对集的充分必耍錶件是，对于的所 
有结点子集有 

推论每个没有割边的^正则图有一个完美对集 # 


B 选题例解 

例题 7-1 设图 G ^< F , 五> 是简单图 ，则 

其中 e = j 机史， 

分析简单图是无平行边和环的图，要证图 (？ 的边数小于等 
于勿卜-1)/2，就要考虑简单图的边数最多可能是多少。简单图 
的每边关联于两个结点，故可从结点数目来考虑本题。 

证明简单图每边关联于两个结点,现有 w 个结点，故边数至 

多为 O — P 、 考虑到简单图不一定都是完全图』故 

1)/2 

例睡 7-2 设 旧卜 6证軋 

分析 S 和」分别是图0屮结点的最小度和最大度，在所证 
明的不等式中有&0项 3 而 2 e = S & gO ^), 故可从结点度数总 

和的关系上去进行推证。 

证明因为‘ 

2deg(iO =2e 

V<€ V 

对任意的 ％€ F , 有于是 
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所以 


8<2e/v<A 


例题 7 - 3 说明闬 7 - 1 是同构的。 



< a > 


< b > 


m 



分析由图同构的必要条件，对应结点度数应相苘。在图 
7-1 (a) 中结点度数最少的点为化相对于图 （ b ) 上结点度数为点 
剩 下在图 ( 沁中有两个结点度数为3 , 两个结点度数为4,在图 
00中也有两个结度数为 S 和两个结点度数为4,故有可能在对应 
点之间建立图的同构关系。 

解可建立点的对应关 系为； 

a<r>H, c<r^J 9 e<r^M, d^K 

边的对应关系为： 

(«, 0)^(1, J), {o t d)^(J, K) 

K) ，（ b ， e)^ (J, M) } (d t e)^(K, M) 

此两图的结点数目相同，边数相同，且结点和边的关联关系相互对 
应。因此图 (a) 与图 (b) 同构。 

例題 7 - 4 证明若图 G 的直径大于3 , 则疗的直径小于3。 
分析图的直径是图中两个 _ 点之间的最大距离。泛是 G 
的相对于完全图的补图，即 f?U 沒是一个完全 SL 对 G 中任意 
边 G 丑 (GO, 则 $ 7 ? ( 旬； 反之如 eg 丑〔6 % 则化忑 ( 旬。 又因 
为 G 和 G 有相同的结点集，故要证中任意两个结点距离小于 
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’ S 。 可对疗中任意两个结点进行分析讨论，由题设条件囹(？中 f 
直径大于3。故可在图 G 中举任意两个结点的有关情況，以证§ 
中的直径至多为2。 

证明设任意一对 结点％ (泛)，则％ wer ( ff )。 

1.若 v ) E 见((?)，则 （ woe 丑頂)，故 d 认%，%、祖 u 

2 •若 （％ v ) e 峰)。 

a ) F ( t ?) 中任取其它两点％沁若 W 和 y 均和 W (或0相邻， 
此时知(％ 3/)^2； 若 r 和 a 相邻^和 W 相邻,此时知(％ y ) <^0 
在这两种情况都与题设矛盾，故 a ) 不成立。 

b ) F ((?〕 中存在“个结点 使 ( M , w ) < w)g 

则必有 ( w ， 站） £ E ( G ), ( w , v ) 此时办 = 

2 0 . 

综上所述疗的直径必小于3。 . 

例睡 7-6 设简单图0 = <厂五>，令 | Fj =〜 | 則1。如果 
+ 则 ff 为汉密尔顿图 ( JT 图）。 

分析我们知道，完全图是丑图，又因为一个简单图 为丑图 
的充要条件是该图的闭包为 H 图。为此在本题中如果能证得在 
给定条件下，其闭包是完全图则结论就成立。但其闭包是否为完 
全图，不易直接判别,可用反证法。 

证明假设闭包 C ?( G 0 不是完全图，那么必有不相邻的结点 
K , W 使得 d ( W )+ tS (>)<% 这说明奴和幼关联的 k 至多为勿 一1 
条。现对0(<?)的边数作一估计，对于一个完全图而言，关联两个 
点的边的总数为 2( w —1)— 1 =如一3。那么在 0(60 中 w , w 关联 
边的总数和一个完全图关联二个结点的总数之差，至少为 (2 oi _3) 
一卜 — l)=w — 2,这时0(沒)的边数至多是 

e* {O {&)) <- — 2) =-~ ^u(^u—1) - ( 省 —1)+1 
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+ 1 




故 


«(60 <e(0(COX 



+1 


这与定理题设矛盾，因此是完全图，即是 H 图。 

例题 7-6 有11个学生打算几天都在一个圆桌上共进晚餐, 
并且希望每次晚餐时,每个学生两逬邻座的人都不相同，按照这样 
一种要求,他们在一起共进晚餐最多几天。 


分析11个学生在圆桌上共进晚餐，可以看作在一个圆周上 
排列11个结点,两人相邻而坐，就可看作两点之间有边相联,因此 
任意一人与其他人相邻就坐的所有情况，就是11个结点的完全 
图，在瓦以中任意一个汉密尔顿圈，就表示一次晚餐的就坐方式。 
对中任意两个汉密尔顿圈只要没有公共边，这就表示两次晚 
餐的就坐中，每个人相邻就坐者都不相同。于是晚餐最多能进行 
的次数就是 A 中无公共攰的汉密尔顿圈的数目。因为： U 人的 


坐法，只由他们之间的相邻关系决定，排成圆形时，仪与排列顺序 
有关。因此对各种坐法，可认为一人的座位不变，我们可将其设作 
1 号，并不妨放于圆心，其余 10 人可放在圆周上。于是不同的汉 
密尔顿圈，可由圆周上不同编号的旋转而得到。 

解11个结点的完全图共有=55条边， 在 [垃 

中每条&密尔顿圈的长度为11。则没有公共边的汉密尔顿圈数 
目是55/11=5条。此五条不同的汉密尔顿圈可由下作 M 得到： 
设有一条汉密尔顿圈 （1, 2, 3,11, 1乂将此由的结点标 
号旋转 360V10, 2.360°/i0, 3*3607i0, 4_360。/10 就得到另外 

四个图(如图 7-2 所示)。每个图对应一条汉密尔顿圈。 

如果 11 个人标记为1， 2 , 11，五天中排列情況如下^ 

123453789 10 11 


1426385 10 7 11 9 
1 6 4 8 2 10 3 11 5 9 7 

1 8 6 10 4 11 2 9 3 7 5 

1 10 8 11 6947253 
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例题设 五〉 ，令 | F 卜％ |丑卜 e , 且 6 = v —1， 
证鸮下列三个命题是等 价的： 

a ) 没是连通的； 

b ) f ? 是无 囫路； 

o ) <?是树。 

分析要证明三个命题等价，就是耍证弭在 e = w — 1的前提 
下， a ), b )， e ) 三个命题可以相互推证,根据树的定义 c ) 与和 0) 
4 b ) 是显然的， 故剩下证明： 和 b )==^ a )。 在这两种情况下 
都能推出0)。 

证明 L 先证 a ) 兮 b )。 

设0有囤路 A 长度为\则 G 上有 n 个结点和 n 条边，因为 
沒连通，故不在上的采一《个 结点； 每个结点都有一条关联它的 
取且此边是在这个结点与 <7连接的最短路上，这种 0 — n 个结点 
关联的边各不相同，所以十 ㈠ 一与题设矛盾，即&中 
不含回路。 
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2. 再证 b >4 a ) 

若 G 无回路，但不连通。则妒(60>之因为无回路，故每 
个连通分枝方树,设树为％当=2时,连通无回路， e(TO - 
因此有 

假设 — 1时有6(1\)叫(?\)—1成立。当 T ( n=i 

时，因无回路且连通，故至少有一条边，其一个端点仅的度数为1。 
设该边为(％ w ), 删去 结点％ 得到 A — 1个结点的连通无回路图 
按归纳假设有 e { Td ^^( Td - l , 再将点 w 及关联边加到图 E 
中得到原图此时 

^(T^) -hi — (i ： — 2)h-1 = A — 1 

^( Ti ) = v ( TJ ) H -1 —A 
故 —1 成立。 

所以 《( GO 。” —妒 ( G 0< 如一 1, 这与 e ^- 1 矛盾。即 Gf 连 
通。 

例题7~8若 G = 连通且尼 证明： 

a ) e 属于每一个生成树的充要条件是 e 为仔的 割边； 

b ) e 不属于仔的任一个生成树的充要条件 是^为 G 中的环。 

分析本题 a ), b ) 都需从充分和必要两部分予以论证。在 

a ) 中如 e 属于每个生成搏，需钲沒中删去 e 后必不连通，否则由 
定理 7- 7. 3 将产生 d 本属于某个生成树与邇设矛盾。在 b ) 中要 
证明0是环，可 证&是 仅包含其本身的一个回路。在题设条件中 
有生成树 A 以及不属于 I 7 的边~故可构造一个囱路，利用定理 
7-7. 7对本题进行论证。 

证明 a) 充分性设〃属于沒屮每个生成树 I 7 , 若 e 不是 
割边，则设一 e 连通，由定理7-7.3』仔一 d 中必存在生成树7\因 
为厂汾一4=7汾)，所以 y 也是0中的生成树。但 T 7 中不&含 
6与题设矛盾。 

必要性设 e 是卩的割边，若有 G 的某个生成树？ 7 不包含 
e , 则由定理 7-7.7, r + e 必包含一个回路(7,且 eeA 在 C 屮删 
除0后仍是连通,故与6是割边的偎设矛盾。 
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y ) 充分性因为连通，必存在生成树咒设 eeA 由定理 
+ e 包含回路如果 G 中有除6外另有边化白沒，则构 
造 T ^ T - he - e ^ T 必仍连通，因为 tf (： T) 〜 CH 故5^也 

是仔的 一棵生成树，但2-包含~与题设矛盾。故 G 中没有异于 
e 的边，即6是沒中环。 

必要性若《是 G 中环，则《不能属于©的一个生成树，因 
为榭是连通无回路的。 • 

例题 7-9 证明在树 r 中/所有非恳挂点均为割点 a 
分析悬挂点是树中度数为1的点，要证明非悬挂点为割点， 
即是证明在树 T 7 中，如有 deg &)>2, 则删除0后 T 7 必不连逋。 
即 wc ? 7 —要证^不连通，需在 y 中找出两点，其 间无路 
可通。 

证明设树 r 中有非悬 挂点％ 则 <3艰0)>1,因此至少必可 
找到两点％ wQV ( T ) } 使 (w, 似）6丑(?％ Qv ， 即 
«—沿一切是 r 中一条路，因为 T 是树，故 w 与仰之间有且仅有一 
条路，否则将与树的定义矛盾。现在删去 v 及其关联边后，在 r_ 
帝中 妨与册之间必不连通，即 TF(r-tO>l 即0是割点 a 

例陲 7-10 设图 7-3 所示賦权图表示某七个城市 〜， 奶，…， 
竹及预先测算出的它们之间的一些直接通信线路的造价，试给出 
一 个设计方案，使得各城市之间能够通信,而叉使总造价最小。 

仍 20 拆 饵 • V * 


Vi Ve 


图 7-3 图 7-i 

分析要使各城市间能够互相逋信，必须使图为连通，要使造 
价最小而不影响连通,就需无回路图，因此所求的为连通賦权廚的 
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具有最小权的一棵生成树，即最优树* 

解利用克鲁斯克尔算法： 

第一步，选虹 ■ (%巧），切’ 

第二步，选的 = 0? sj 沿 4 ) j 切 （ e 3 ) =3; 

第三步，选办，0^ %), ^(« 3 ) "= 4； 

第®歩，选4=■(來 a , v 7 ), 切 （ e *)=9; 

剩下的边中边权最小是边是(％， 处) ，但它与已选 的你， ☆ 
构成回路，故舍去。当改选权为16的边 听) 时，同样因它与已 
选的办，4构成回路，再次舍去。因此， 

第五步，选&=^(妙4,仇)， ^( e 5 ) =17) 

p 

第六步，选如，（外，《0)， ^( e e ) -=23 0 
此时七城市已连通且无回路(见图 7-4), 算法终止。于是匕 a 
办， ~ % &所枸成的树，给出了所需的总造价最小的设计方案, 
其总造价为57。 

ini «l cr 一 11 ^oH^fe-taate xm ni s ?aa 








































集，它的任意两点间的距离至少为证明最多有如一6个点对， 
它们之间的距离为1。 

分析 3 n -6 个点对可连如 一 6条边，故本题若把 S 的元素 
作结点，构造一 个图化 如能证明 (？ 为平面图，则根据平面图的必 
要条件，有 6 ,要证明图为平面图，必须证明仔中任 
意两边，除端点外均不相交。这里用反证法，即假设如有两相交边 
必引出矛盾。 

证明 作图 其中 


方 (GO 巧 ）^ 岣 = 1 } 

就是在 G 中结点％ %之间有边相连的充要条件是以％巧）=1。 

设<?中存在两边不相同且相 
交于0点。如图74所承，因为 

1 



\ OD \^ l , 不失—般性可假定 
I Of? I <|，与 ao 间夹角为0,则 
\ AG \ = (\ OA \^\ OG\ s 

-2\0A\\0O\ .cos0)l 


2 


阁 7-6 


按上述条件仅当0=沉且 \ 00 ] 


+时但这时』和乃重合，乃和 G 重合。即与 


DO 为同一逊这与假设是两条不相同边矛盾。除此情况外/ 还有 

这与5中任意两点距离不小于1的假设条件矛盾。 
综上所述, G 必为平面图，即 e (<?)<3^—6 成立。 

例题 7-13 两人在图 G 上进行博奕，交替选择不相同的结点 
% %化…，使得6>0时&与相邻，直到不能选到结点为 
止，最后选到结点的人为赢。证明第一个选点之人有一嬴的策略 
的充要条件是0中不存在完美对集。 

分析两人博奕交替选择不相同的结点，因奶与 ％-： t 相邻， 
故两人选点，恰好构成两部图。要证明第一个选点之人有一嬴的 
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策略，等价于不存在完美对集。因此可证若有完美对集时则第一 
个选点之人必输。对于必要性的证明可考虑如果不存在完美对 
集，则可设计一种策略使第一次选点的人必菡。 

证明 1>必要性用反证法，假 如沒中 存在一个完美对集, 
即中任一点都 是丑饱 和点，故不论第一人如何取 t ^： L 第二人 
总是可以琅 M 中和相关联边的另一端点作为〜即第一人必 
输。所以第一人如有一个贏的策略, G 不能存在完美对集。 

2) 充分性若反不存在完美对集，我们可取没的一个最大 
对集 Jf , 令灿是 if - 非饱和的点，第一人首先段％点，然后往下 
不论第二人如何取则恒是饱和点，于是第一人再取 
的点，必是 M 中和 ％-： L 相关联边的另一端点叫，因力 I 是最大对 
集，由定理 7-11 必存在 I - 增长通路， 故％ 必可在 AT 中取得, 
否则就将形成增长通路。这样取法，保证了最后一点必定是 
第一人所敢，这种取法是第一人必贏的一种策略。 

例题 7-14 证明： 一个 8 x 8 正方形删去2个位于对角上的 
1 X 1 正方形后,不能用 1 x 2 长方形，恰好盖住。 

分折为了要看淸是否能用 1 X 2 的长方彤对原图覆盖，如兜 


将各正方形涂以黑白两色如图 7-7 所示。现删除两角后，其黑白 
方块数 H 就不相等，但 1x2 长方形覆盖，可以看作必覆盖住两个 
相邻的黑良方块，如果把黑白方块看作图形结点，则两相邻方块, 
就是 1X2 长方形作为边，于是证明本題，可从二部图中的完美对 
集有关概念予以论证。 

证明若设每个黑或白的小方块为图中的结点，把这些结 
点按黑白颜色划分为 X 与: r 两类集合 rx 中元素与: r 中的元素 
有边相连，当且仅当它们是两个相邻的方块，弁且每一《=€尤只 
能与一个 yeF 之间有边相连，于是上述图形就诱导出一个以 
F > 为分划的两部图^由 e 中边的定义，每一个 1X2 长方 
形，恰代表 G 中之一边：如果 1X2 长方形恰好能盖住删去两角后 
的图形，则图 (？ 中必须存在完美对集，但是因为 I 工 | = 十2, 

故0不可能存在完美匹配。即证明了原图不能用 1 x 2 长方形恰 
好给覆盖。 


C 习题与解 

7-1证明在任何有向完全图中，所有结点入度的平方之和等 
于所有结点的出度平方之和。 【7-1. (1)】 

证明 设有向完全图具有 w 个结点。对任一结点％均有 

, deg + {vi) + deg~^ = 你一 1 

又因边数 = 4 M (抑 — 丄）孟全全 deg- (%),故而 

^ M i=l 

S [deg- (%) P = deg^vdl 2 

-SO— 1尸 一 全2[> 一 : L)dcg 十 (%) 

K ^=1 

|al 


^n(n—l)—2(rh-l)^deg + (v i ) 
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A 




S 


.1 


=w * 1) — 2 (« — 1) * j n(n—1) 


+ S [ doT ( W] s 

<?=i 

-±[deg + (^)] a 

i^± 

7-2 至少布两个结点的简单图有两个相冋度数的结点。 

解设0是一个具有界个结点的简单图因为每个 
结点仅仅能够与另外的 扣一1 个结点邻接，所以，每个结点的度数 
< n - l 0 因此，在0中结点可能出现的度数是 

0 ? lj 2^ 7i —1 

由于度数是0的结点是孤立结点，而度数为 ^-1 的结点是邻接其 
它抑一 1个结点的，所以，在仔中度数为0和度数为 n —1的结点 
不可能同时出规。因此，在 G 中可以出现的度数应该分成以下两 
种 情况： 

⑴0, 1, 2"、 n —2 
(2) lj 2^ 3, *' m f vh-^ 1 

无论是哪一种情况都最多有 n — 1 种不同的度数。就第一种情况 
而言，我们可以设想具有编号为0, 1, 2,…，2的《 — 1只匣 
子，现将 G 中的结点按其度数放入与编号数相同的匣子中去。因 
为任中有 n 个结点，而匣子仅有 a —1只，所以总有一只匣子包含 
两个或两个以上的结点，这些结点具有相同的度数对于第二种 
情况，也可类似地证明。 

7—3 设 A ) 是 一 个序列，…>表>0 
且 A 均力整数， 若记= ( d 尨一 1, — …， 心 + a ，•"， 

九)，则 d 是简单图的度序列，当且仅当#是简单图的度序列。 

证明必要性设3是简单图 ff 的度序列，且«)=屯可 
有以下两种情况： 

若 h 关联的边正 好是他 ％巧％…，听叫 +i , 则^显然 
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就是简单图沒 一h 的度 序列。 

(^)若 h 所关联的边中，有 ^ lV 3j -% 

即 j>d：i + l， 令 


>= max{j\ v t vj €： E(<T )} >表 +1 

lnin {% j i £ (GO } 十工 

则有 ^ eE ( a) J 当且仅当时 ， we 及 (GO 

Vivd E (&) ， 当且仅当 i < u 时，洲€ K {&) 


如图 7-3 所示。 

* 现考察与顶点％ 
相邻接的^个结点，其 
中必有一个顶点吻与 
仏不相 邻接，否则就会 
产生屯 >必+1>4的 
矛盾。 

減图^ — 



{”i 、， 即得图7-9。于是， 矿仍 是简单 

图，且有与^相同的度序 
列，只是$的为减小了，心 
增大了。这个过程重复地做 
下去，总可得到与 (0 相同的 
情况。 



^ 充分性设简单图 (?' 

的度序列为 （ 设沒中的结点是如果在设/中加 
进一个新的顶点 外， 并连结边 V 2 v 2j "% 则得到一个 

新的简单图&它的度序列正好是式 

7-4 a ) 任何一个图的结点集合均可分成两部分和 
隹得由和所生成的子图的度数是偶数。 


b) 对于任何一个图的结点均可分成1 ^和厂〜使得由 1 ~生 
成的子图的度数为偶数，由生成的子图的度数为奇数。（这 
里 ，子图 的度数是指子 M 中所有结点的度数之和。） 
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证明 a ) 我们可限制在 简单图 中进行讨论，因为除去两条 
平行边并不改变我们的断言。 

如果每一个结点的度数均为偶数，那么我们就取6 = 7(60, 
匕= 0 。 

如果 a 是一个奇数度的结点，设 S 是它的邻接点的集合，现 
定义新的图％为 




( p , y )^ E { G % ) 当且仅当 


1(^ ⑼ 


若 A 
其 它情況 


对结点数进行归纳，我们可设且^^和 
^生成6^1的具有偶数度的子阇。 

因为 + 卜 Ul = i ( mod 2) 」 

我们可假设旧0疋 1 1是偶数且 pnw ^ i 是奇数，取 


Vx ^ WiUia }, V S = W 2 

若那么很明显地在中它的度数是 
偁数;若0^义那么 、 


^Gzvc ( x ) — da ^ w ^ nsj C^) + dat 心 n 幻 （®) +1 

^ ^ OiLW x j (^) — da lL w l ( i ^(^) 

— ^GxZ^C ( X ) + I 

等式右边的每一项都是偶数，所以,知 W (>) 为偶数。 

同样地，可以 证明: 对于托 r 2 , 它在 g [ v ^ 中有偶数度。 
b) 任意増加一个新的结点\得到新的结点集〆 (GOflOL 
由此得到一个新的图由 a) 可知， F(Gy 可分成两部分和。 
u 2 j 使得 Pi 和 t7 a 所生成的的子图的度数均为偶数^现不妨设 
那么，取 = - {< 就是 F(G) 所要求的一种 

划分。 

7-5 画出图 7-10 相对于完全图的补囝。 【7-1,⑼】 

解图 7- 10相对于完全图的补图如图 7- 11所示。 
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图 7^10 


围 7-1:1 


7-6 证明图 7-12 中两个图不同构。 



[7-1*(3)] 


0—0 

vi Pi 


g 7-i2 

证明如果送两个图同构，那么对应结点的度数应相同。度 
数为 3 的两个结点^与4相对应。但与 w 邻接的三个结点中一 
个结点％度数为2,两个结点叫，叫 度数为 1,而与4邻接的三 
个结点中有两个结点蝻度数为 2 , 一个 结点蚍 度数为1/故他 
们不同构。 

7-7 证明图 7-13 中两个图是同构的^ 【7-1 . (4) 】 



图 7-13 

证明根据点与边的关联关系，我们建立双射必％—味 
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便可知这两个图同构。 

7-8 —个图如果同构于它的补图，则该图称为自补I 


a) 试给出一个五个结点的自补图； 
by 一个图是自补图,其对应的完全图的边数必为偶数； 
o ) 是否有三个结点或六个结点的自图。 【7-1. (5)】 

解 a ) 五个结点的图与它的补图沒如图 7-14 所示。对 

&与 G 建立双射：％—>士1,幻3「>七3』似3 ― ^^4—如 j 知 fi — 史 * o 显然 

这两个图保持相应点边之间对应的关联戋系，故沒。因此，沒 

是五个结点的自孙图。 



图 



b) 设图 Cf 是自补图:沒有6条边， G 对应的完全图的边贫为 
2。 G 的补图沒的边数应为/ 一 匕因为故边数相等， *= 
A-e, 益= 2 &因此 对应的完全图的边数 d 为偶数。 

o) 由 b) 可知，自补图对应的完全图的边数为偁数。抑个结点 


的完全图夏 n 的边数为 | 抑(抑一1), 


当《二3或 n = 6 时，的边 


数为奇数，因此不存在三个结点或六个结点的自补图。 

7-9 对于任何一个具有6个结点的簡单图，要末它包含一个 


三角形，要末它的补图包含一个三角形。 

解设6个结点的简单图为 G 。 考察沒中的任意一个结点 
A 那么，另外5个结点中的任何一个结点，要末在<?中与 a 邻接， 
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要末在 6 中与 a 邻接。这样，就可把5个结点#成两类，将那些 
在 G 中与 a 邻接的结点归成一类,而将那些在@中与 a 邻接的结 



点归在另一类 Q 于是必有一类至少含有三 
个结点，不妨假设其中的三个结点为 
d , 如图 7-15 所示。该图必是泛的子图(这 
里沒或者是沒或者是沒)。如果边(&/)， 
d ) ? ( b ? d ) 中有一条在@中，那么这条 
边所关联的两个结点都与 a 邻接 ； 如果边 


(丸 <0, ( c , d ) 3 (6, d ) 都不在 S 中，那么都一定在汶的补图（或 


者是沒或者是 G 0 中，因此，由这三条边组成的三角形就在0中。> 


7-10 画出所有具有 5 个结点 3 条边以及 5 个结点 7 条边的 
简单图， 


解采用枚举法弁从中选择的办法，显然是不适宜的。我们 
先考虑5个结点三条边的情况。因为简单图中每个结点的度数< 
总迠数，所以在这种图中就不可能有度数大于 3 的结点。很清楚 
地可以知道，在仅有一个具有度数为3的结点的图中，各个结点的 
度数应当是3, 1，1, 1, 0 ; 而结点度数不大于2的图中，各结点的 
度数只可能是2, m 0;忑 I 1,1，0和2:1，1, \因 

此，结点数为 I 边数为3的简单图为图 7-16 所示。 



图 7-16 


因为具有 w 个结点的简单圈的边数与它的补 m 的边数之和等 
于具有 n 个结点的完全图的边数。《个结点的完全图的边数为 
扑(”一1)/2,所以,5个结点的完全围的边数力 6 x 4/2 = ： IO 。 显然, 
两个具有 w 个结点的图是同构的，当且仅当它们的补图是同 构的。 
因此，5个结点7条边的简单图，就是上述4个简单图的补图，即 
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为图 7-17 所汞。 



7-11 证明简单图的最大度小于结点数。 【7-1. (6)】 

证明设简单 图卩有 n 个结点。对任一结点％由于没有 
环和平行边，《至多与其佘个结点中每一个有一条边相连 
接，即 deg ( u ) < n — l , 因此： ^( GF ) I 。 

V -12 在无向图中，从结点《到结点 w 有一条长度为偶数 
的通路，从结点秘到结点《又有一条长度力奇数的通路，则在 G 
中必有一条长度为奇数的回路。 【7-2.(1)】 

证明设从结点 w 到结点0长度为偶数的通路是 - - 
e ^ v y 长度为奇数的通路是⑽ W 如4…那么路 财:购 ea 吻… 
㈣ 加 “-1 …就是 一 条回路，它的边数十 （2 A — 1) =2 (A 

+妃一 是奇数 3 故这条回路的长度是奇数。 

713菩无向图中恰有两个奇数度的结点，则这两个结点 
之间必有一条路。 [7-2. <2)] 

证明设无向图 (？ 中两个奇数度结点为 w 和％ 

从《开始构造一条迹，即从 w 出发经关联于结点《的边 Q 到 
迖结点《1，若 <3增(《：0为偶数，则必可由处再经关联于结点处的 
边 G 到达结点你，如此继续下去，每边只取一次，直到另一个奇数 
度结点停止，由于 图沒只 有两个奇数度结点，故该结点或是《或 
是〜如果是％那么从《到 w 的一条路就构造好了。如果仍是结 
点％ 此路是闭迹。闭迹上每个结点都关联偶数条边，而 degO) 为 
奇数，所以至少还有一条关联于结点 w 的边不在此闭迹上。继续 
从 w 出发，沿着该边到达另一个结点 依次下去直到另一个奇数 
度结点停下。这样经有限次后必可到达结点％这就是一条从 w 
到 w 的路，如图 7-18 所示。 
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图 7-18 


7-14 若图 沒是不 连通的，则 G 的补图疗是连通的。 

【7-2 ■⑻】 

证明若图（？= <厂， ■&> 是不连通的，可设图 仔的连 通分支 
是&(匕»2) 0 由于任意两个连通分支 
沒(1^)与 Q(Yd ( itO 之间不连通，因此两个结点子集 Ki 与之 
间的所有连线都 在图沒 的补图 G 中。任取两个结点 w 和％有两 

种 情形： ' _ 

a ) w 和 w 分别属于两个不同结点子集 F * 与1^。由上可知 S 
包含边(》， w ), 故 w 和 w 在豆中是连通的。 

b ) «和《属于同一个结点子集 R 。 可在另一个结点子集 
中取一个结点 A 由上可知边切)及边 Ow ， w ) 均在0中，故邻接 
边 o , 一和 (>, 0组成的路连接结点 w 和 S 即 tt 和 P 在 g 中也 
是连通的。 

由此珂知， 当留沒 不是连通图时，存必是连 通图。 

7-15 在一个旅行团中共有14人，在山上休息时，他们想打 
桥脾，而其中每个人都曾仅与其中的5个人合作过。现规定只有 
4个人中任两人都未合作过，才能在一起打一局牌。这样，打了三 
局就没法苒打下去了。这时，来了另一位旅游者，他当然没有与该 
旅行团中的任何人合作过。如果他也参加打牌，证明一定可以再 
打一局桥牌。 

解画一个具有14个结点的简单图，如果每个结点代表旅行 

团中的一个人，如來相应于、 力的两 个人未合作过，则连接一条 
% 

边％)，这样，対于每一个结点…就有 deg v , = 8 0 

每打过一局牌，就要去掉两条边，三局牌共要去掉6亲边，即 


■幵夸 • 


俊这 6 条边关联不同的12个结点，那么至少还有两个结点的度数 
仍为8。设这两个结点之一为％，那么与叫邻接的八个结点中至 
少有一个结点的度数不小于 I 否则，如果这八个结点的度数均< 

6,则由于每个结点至少去掉2条边，故至少共去掉 8X( ^" 6) - 

8条边，这与仅去掉6条边相矛盾。设叫是与叫邻接且度数 >7 
的结点，那么％必至少与上述八个结点中的其余七 个结点 之一邻 
接> 否则， < Jeg 叫 <13-7=6 矛盾。设叫是与％邻接的结点，则 
%,化，叫组成一个三角形，这表示相应的三个人是两两未合作过 
的，这三个人与新来的旅游者（相应的结点为 0) —定可以再打一 
局牌。即巧，％叫和$组 
成一个 如阁 7-19 所示。 

716 考察％ 所电话 
局，如果每一所电话局至少 
可以与另外 n 所电话局通 
话，那么，在这％所电话局 
中的任何两所电话局之间都 
可以通话(也可能要通过另外的电话局）。 

证明设所电话局为％个结点，能通话的电话局之间连 
一条边，这样就得到一个简单图 G 。 由题意可知 ，每 个结点的度数 

那么』就要证明每两个结点之间必有一条略存在，即 仔是连 
通的。 

用反证法：设 G 是不连通的，也就是说在这个图中包含着至 
少2个的连通分支。共有加个结点，故必存在一个最多具有 n 个 
结点的连通分支，其中的每一个结点 f 仅可与该连通分支中的结 
点连接，又因为图0是简单图，而简单图中每个结点的度数<结 
点数减\所以，— 1,这就与每个结点的度数 的假 
设相矛盾，因此，图 G 仅有一个连通分支，即保是连通的。 

7-17 如果在 n 个电话局中的任何两个电话局总蕞可以通话 
的，那么至少存在1条直通线路。 
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解设 n 个电话局为 a 个结点，两个结点之间有连线』当且仅 
当对应的这两个电话局可直通电话。因为任何两个电话局总可以 
通话 〔可 能中途要通过其它电话局乂因此就可构成一个简单的连 
通图^ 

可以证明，对于具有 n 个结点的简单连 通图％ 至少存在抑一 1 
条边。用数学归纳法 ，有 

当 n = 2 时，有一 条边; 当…3时，至少有两条边； 

设时至少有 Je —1 条边。 

当增加一个结点^时， w 必与中的某个结点邻接，因此，具 
有 fc +1 个结点的简单连通图至少有 A 条边。 

7-18 每个结点的度数至少为2的图必包含一个回路。 

解设 i 是图 G 中最长路中的一条，设其长度为％,这条路 
的一个端点设为七考察 G 中与 a 关联的那些边，这些边中任何一 
条边的另一端必在上，否则，将这个结点加进石中就可得到1 
条更长的略。 

如果 © 中每个结点的度数至少为2,那么 a 也要关联于一条 
不在 L 上的边 e 。 若0是环，则 e 本身就是回路，否则，边 e 的另 
—个端点 6( 与 a 不同的点）在 i 上，而连通 i 中 a 到6的子路与 
边 e , 就组成一个回路。如图 7-20 所汞。 



图 7-50 

7-19 设卩为具有花个结点的簡单图，且|五|>(抑一 1) 
h _ 2 )/2, 则是连通的。 
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证明用反证法。若不连通，不妨设(？可分成两个不相连 
通的子图％和％,并假 设仏和 C ? a 中的顶点数分别为 M 和他, 


湿:然 j + =符。' 因力 叫 >1:所以— l(i = l ， 2)。 

J 五 j 乂 J 1) ^ (符― 1) (抑1+抑 3 一 2) 


_ (抑一 1) (Vs — 2) 

2 

与假设相矛盾。因此，沒是连通的。 

7 80设一个图包含一条连通结点 a 和6的迹以及连通结点 
6和 c 的迹，证明 a 与 e 也能沿着一条迹而到达。 

证明设<?是附合题意的图，很明 
显，从 a 可以到达心只要先沿着连通 * 

和6的迹 到丸 然后再沿着连逋6和 
c 的迹 K 而到达 c 。 然而，这不一定是 
一条迹。 如图* T -21 所示，有一条连通 a 
和 c 的迹，即由边 (A d )， ⑷ /)“/, e ) 

所组成的迹。 

一般地，利用迹^和心，总可用以 
下的方法得到一条从 a 到 c 的迹: 从结点 a 开始，沿着 A 的边走， 
直到的结点（这个点可以与 a 相重，因为结点&就是同时属于 
两条迹的，所以这种点总是存在的)，从这个点再沿着 Xa 走 二直到 
达结点匕所得到的就是一条从^到^的迹。 

当然,也可以从&出发，沿着為的边走，在这个过程中所包含 
的那些属于中的点集记为&谷畛0〔至少6€奶，设於是沿_^ 
的边走时属于汉的最后一个结点（在图 7-21 中 S ={ b 3 e f d t f } 9 
J ^/)。 这样，我们如杲从 a 开始，沿着的边走直到 p 点，然后 
从 P 沿着 Ar 继续走直到 c ， 这样同样可得到从 a 到 c 的一条迹。 

- 7-31 在图<?中,若[叫>|7|十 4 ,则沒中包含两个圈（它们 

的边集不相交 

证明如果能证明1別 = +4时 ，©中 必包含两个圈(它 
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们的边集不相交那么 ，1 別时，更是如此。因此，只要 
证明1瓦 l = |r|+ 4 的情况即可。 

用反 证法： 设 e 是满足 pi ，|闷+4且不包含两个圈(:它们 
的边集不相交）的图中结点数最少的一个图。那么，必有 

Cl ) G 中最短圈的长度沒>5; 

(2) 任的最小度数 S (⑺ >3。 

这是因为 

(1) 若 则在 (？ 中除去一个长度 <4的圈仏中的边所 
得的囝私，有 |五 卜 | F(G^)|。 由此可 
知中必有圈仏，且与 A 中的边集是不相 交的。 这就与假 
设相矛盾3因此 

(2) 当 d a g (灿 ）=2。如果是环则去除这个环，即去掉一个结. 

点和一条边;如果不是环,不妨设灿％ 则去除^增 

加一条边 Oiv 如)。 

当 d^( 叫 ）<i。 对于 deg (叫 ）=LL 的情况，则 在沒中 除去叫 
及其所关联的边;对于 deg (如 ） =0的情况,则在0中除去邱及任 
—条边。 

无论是什么情况,都是去掉一个点和一条边,所得到图都记为 
(? 10 很明显,对于来说,仍然满足 \^\-\ V \ +4且不包含两个 
圈（它们的边集不相交)。 然而， 这时却有即 
6^的结点数比 G 的顶点数少，这就与原来<?的假设相矛盾。因 
此，必有 3((?) >3。 

由 （2) 及 S 得2| 五 |>S|K |, 所以 

ue v 

^Z1^\fa = \v\^a, \v\<s 

由 （1), 在沒中必有一个最短圖且五记(％上 
的结点集为 Fo, 由 （2) 可知，对任一 weFo, 均有 deg0) >3,因为 
A 是最短圈，所队 K 中结点之间的联线均在 <7。上，因此，对于 
任 一r 0 』 都必有卩且 < 法 r 0 , 使得 e e , 这样就有 

V±= I S -Sj Ko, ^ Ko} 
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对于任一灼 ei^， 在中仅有一个点与它相关栽，否则，就将导 
致在沒中存在长度必[音]+ 2< ? 以>=5)的圈的矛盾。故有 |Fol 

因此， 

[F|>|F 0 | + |Fi]>2|ni=2 ? >2x5 = 10 

既要 |F|< 8 , 又要 in >10,这是不可能的。 

由此可见 7 反证法中的假设是不能成立的。 因此， 当1 丑 I- 
fF|+4 时，在中必含有两个圈（它们的边集不相交)。 

7 32当且仅当0的一条边0不包含在 ff 的回路中时， e 才 
是沒的割边。 # t7-2 .⑷】 

证明必要性。设0是连通图汉的割边， e 关联的两个结点 
是 w 和 t 如果 e 包含在 C? 的一个回路中，那么除边(% v) 外 
还有一条分别以奴和 w 为端点的路，所以删去边《后,<?仍为连通 
图，这与 e 是割边相矛盾。 

充分性。如果边 e 不包含在 (？ 的任一回路中，那么连接结点 
«和&只有边 t 而不会有其它连接 u 和 T 的任何路。因为如果连 
接 u 和 v 还有不同与边 e 的路，此路与边 e 就组成一条包含边6 
的回路，从而导致矛盾。所以删去边6后， w 和 w 就不连通，故边 
e 是割边^ 

7-23 若 G 是一个简单图，且 S(G0>|r 卜 2 ,则 

S ⑼。 

证明因为任是简单®，所以每个顶点的度数最多为 ir| 一 
1,现 S(G0>[Fj— 2,所 y 只耍讨论以下两种情况即可。 

⑴若 SCG0HF 卜1,则仔=幻< 因此 

k ( G ) = \ V \- l - d (&) r 

(2) 若 S(G0 ， |F 卜2,则必有两个结点不相邻接，设 
r 且 w 与叫不 相邻接。于是，对于任意的如 er, 都有％、 ^ 3 e 
E 。 因此，对于 F 中任意的 1F 卜3个结点的集合(?—匕一 
定是连通的，故必有2=3(0)。而由定理 7+2.2 知 

乂所以 i 识）= S (0% 
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t S 4 设 穸是一 棵根树且不考虑方向，它的结点集合为 



ir 3j 且‘ R ) 表 

示叫与％之间的距离（即而与巧之 
伺通路的长度 ）， 怍矩阵 i >=( 知)』 试 
证明 detD = - 0 — 1) (_2) h _ 3 。 

证明设心是树 y 的根，由于从 
A 到任何一点叫的逋路楚唯一的，所以 
d(x h = d (x h Xi)-hd(x Jf x t ) 

— 忠 l) 


其中 ，叫 A 叫表示而和而的共同父亲。如图 7-22 所示。 
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det 7)— det Z — dot A. — — (n — 1) ( 一 


7-36 分析图 T43, 求： 

a) 从 4 到 F 的所有 通路； 

b) 从 A 到 F 的所 有迹； 
o) 乂和 F 之间的 距离； 

d) & ( G) y 1((?) 和 S((?)。 

[7-2.(5) 】 


n 



解 a) 从1 到歹的通路有七条： 
ABOF t ASCEF ? ABSF , ABEOF 

ASEF , ADEGF ^ ADEBGF 
b) 从 A 到 P 的迹有 八条： 


Ae^Be^Ee^F ? Ae^De^Ee^F, Ae 4 De 7 Ee^Ce 3 F 
Ae^De^Ee^Be^Ce^F : J e^De^Ee^BesPe^Ee^F 

o) d ( A f F)=Z 

d ) h ( Q ) = K ( G )^ d ( G ) =2 

7 -部令0是一个至少有三个结点的连通 m, 下列命题是等 


价的。 

a) ，ff 没有挢。 

b) 0的每二个结点在一条公共的闭迹上。 

0) 沒的每一个结点和一条边在一条公共的闭进上。 

d) G 的每二条边在一条公共的闭迹上。 

e) 对*? 的每一对结点和每一条边，有一条联结这两个结点 
而且含有这条边的迹。 

f) 对 G 的每一对结点和每一条边，有一条联结这两个结点 
而不含有这条边的通路。 

g) 对每三个结点，有一条联结任何两个结点而且含第三个结 

点的迹。 【74.(6)】 

证明 a) 今 b ): 设是至少有三个结点的连通图，且无 
桥。令4 w 为沒中任意两个结点，下面对 h w 间的距离 W 





作 归纳： 

① 当以 因为无桥，故在中必有一条回路包 
含6= ㈨ t ；) ，这是因为若 e 不包含在任何回路中，则0必是桥，与 
题设矛盾。所以当时， W , 0必在同一条公共闭迹上。 

② 假设当旬)<為时命题成立， h >2 0 考察一条长为 A 
的 tv 的一条通路，设 w 是这条路上结点 勿前面 的那个 结点， 

w )= h - l r 由归纳假设鳥 w 两个结点必在 G 的某一条闭迹 
上，该闭迹由 巧组成 [:如 m 7-24 所示)，因为^无桥，所以 
O — w ) =& 必仍连通，因此 w — v 之间必有一条不包含($， W 
的迹 P 与巧间的关系有图 7- 2 4( a), (b), (<0的三种 
愦况。设 c 是，上与 v 最近且在 Pi 或上的交点，不妨设$在 
/V上（图 7_ 2 4(a)) c 则以巧上的 u— $段』 续以尸 上的心^段 
为礼以為上这一切段续以边(叫 W 为‘则就是 G 中通 

过4 r 的一条公共闭迹。其他两种情况（图 7-24( b )，( e )), 证法 
相同。 

所以 a )# b ) 成立。 

b )#): 设《为(？中彺意一点 〆 为0中任意一条边， 令 B 】 
{% W ), 由 b ) 可知《,①有公共闭迹名。若切 SZ , 则 C ) 成 

若 WA 设 Ph 为二条不同的的迹，设％级所在的 

闭迹为 Z '。 令， = 2'—{ d } 为 V — W 不含6的迹 0 (图 7-24( d )) 
令 V 是 P ' 上与 Pi 或 A 上的最后一个交点，不妨设 V 在上， 
则以 A 上的段续以，上的 V —切力仏；以尸 2 续以 e = 
仙)为込，则有仏 UQ a 组成的闭迹，包含 u 和匕所以 o ) 成立。 
当《'=也时，证明相同。 

o )=^ d )： 设 a 办海^中任意两条边， ci ^ (处，％),办=* 
O 。 由 c ) 可知 ui 和办在公共闭 迹么上 ，若 wGA 则 eiG 艺， 
故 d ) 成立。 若 由 c ) 可知％和办也在一公共闭迹名'上。 
名与 f 有图 7_ 24 ( e ), ( f ), ( g ), ( h ),( i ) 各种情况。 

设 Pi 为幺 上上的 一段迹〔不含 为幺 上％ — ％ 
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⑴ (k) 


图 7-24 

上的 一段迹（不含 A), P' 为 f 上 h —如 的 一段迹(不含吻) 。再 
设/为上与巧或户 3 的最先一个交点〔如图 7-24( f ) 所示）， 
则以的段续以 Pi 的 V -%为‘以 h 续以 Pi 再续以 


- 385 * 





办为则仏 U 私组成包含的公共闭迹。其余情况证法相 
同。 

所以 C )=> d ) 成立。 

d ) => e ) :设 ％ $为 G 中任意两点. 6为<?的任意一条边，若 
^ w 邻接，则由 d ) 必有一条公共闭迹包含结点 w 和边心 

若％ T 不邻接，由^连通，对结点 w 必有邻接边 〆 
故 A 〆 必在同一闭迹上，设该闭迹为幺。 

① 若 A 则命题成立。 

② 若^珐2,因为设连通，故 t 与2中每个结点至少有一条 
路，故也有一彔迹。 

设秘是 Z 上离” 最近的点， P 为 v — w 的最短的迹，以幺中 
含有 e 的奴一切的迹，续以即构成 w 到 w 含有 e 的迹 0 (见图 
7-24 0 )) 

当切=站时，情况类同。（见图 7-24( kO ) 

故 d )#) 成立。 

e ) 4 g ): 设％ A 切为 G 中任意三点，因为 G 连通，故 G 中必 
有关联 w 的边 e , 由题设，％ % e 在一条迹上，即有一条以 K w 为 
端点，且包含 e 的迹，即 g ) 成立。 

g )^ a ): 反证法 

若 G 中至少有一个桥，设为〜则为不连通图， 又 G 
是至少三个结点的连通图，故在 G 中删除一边后，至少有一个连 
通分支含有两个或两个以上的结点。因为若不然沒一如]■中至少 
有三个以上孤立结点，则加上任何一条边0不可能为连通图，与 
题设矛盾。 

设 M , 0为 ■(>} 的同一连逋分支中的两个结点，令 w 为不 
属于该连通分支的 <? 的另一个结点，因为 &-{ e } 为不连通图,故 
w 必存在这样0中必不能存在一条《到0的且含有奶的迹。因 
为若这祥的迹存在，则删除这条迹上的任 一 边，邮仍与 K 或⑴ 中至 
少存在一条路，故切属于 W $ 所在连通分支中， 与假设 矛盾。 

所以 g ) 4 a ) 成立。 


a) 岭 f): 反证法 

设任为至少三个结点的连通图 ， a 无桥。若 % v 为 g 中任 
意两个结点，且 G 中所有％*之间的逋路均含有某条边匕 则沒 
一 { e } 中，％ w 必不连通，所以 e 为挢，与题设矛盾。于是对》中 
任意两个结点和任意.一条边，沒中必有连结这两个结点，但不含有 
这条边的一条通路。即 a )4 f ) 成立。 

f)^a) ; 如杲沒中任意一对结点和每一条边，有一条联结这两 
个结点而不含有这条边的通路。卩为具有至少三个结点的连通 
图。 

设 fit 中有一桥 e , 则沒一如}为不连通图，令为 0— 
{e} 中的两个不同连通分支， A 和私非空，设在 
G 中因连通故的任一条路上均含有边 G 与题设矛盾。所以 
G 中不能有桥。 

故 f) 玲 a) 成立。 

综上各点^乂 10, c), d), e), f), g) 为等价命题。 

7-27 在图 7_ 2 5 中给出了一个 
有向图，试求以％ T S > 及 

3〈化此有向图对 应的关 系是否 
可传递？如果不是可传递的，试求此 
图的传递闭包。 【7-2, (7) 】 图卜奶 

解 v^y^s 

d 〈 tp aj 叫 >’二3 
3<少3；> 仇 >【3 



此有 向图对 应的关系为: 


f 0^>, <^a, vs> ? <^'3, ^i> J 

< v 4j < qj Cj o 

因为 ^>€-5, <.n f 而 <>i, ^3> ^ R, 所以 B 不是可传 

递的。 

关系 E 的传递闭包为： 
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◊ b , ^5>, <®1, <%, WaX « a >, 

<^2 f ^s> f < 〜 h>, <、％>, <v Sr 別〉， 

^l>, <> 〜 ^3>, V 3 y, <V 3j ^4>j 

<^ S , ^), <^3, 叫>, <叫， ％>， < Vi , 叫>, 

〈史 5 j ^0^} 

7-28 试求图 7-25 中的有向图的强分图，单侧分图和弱分 
图。 【7-2.⑻】 

解该有向图所对应的强分图，单侧分图和弱分图分别如图 
7-26 ( a ) , ( b ) 和 ( o ) 所示。 

o 令 

o 

^ 5 . 

Gi Ch C * 

(a) 

_ 


A 

Vl V\ 

Gx 



7-29 a ) 证明：如果是简单图 ， | F|=t 且 S (任) 

则入⑻ = S ( G )。 

b ) 找一个 S ( G ) = f | — 1], 且 X ( GO < S ((?) 的简单图沒。 

解 a ) 如图 7-27 所示，按 1( ⑺的定义，存在1条边，除去 
这入条边后，就把沒分成两个连通分支 9 不失一般性，假定 
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图 7-37 


Ir ( ey 故有于是 l ) — l ) ，即 [ s — 

( i - l )> Z >5 0 另一方面，沒 1 中每个结点的度数而的结 
点数为 f , 至少有 一 1) 条边要伸向私，故人 ( GO>[S — 
!)]■*>§. 然而，由定理 7-2.2 可知; 因此，便得入((?）= 

S ⑹。 

b ) 在:取一点 w , 在瓦上取一点％连结叫 

史 得的边记为6这样所得的图记为<?，即 

Gf = (-K" [ t 卞 1 ] IJ K [ t>:i ]) 十 wu 

其中 uercE ^ f ])』 veviK ^). 

显然 , e = (% 0是 G 的一条割边，所以 X ( G )=1 q 

•• 

在史>6的条件下， S(GO = v 2 1 -]- ^ — 1^>1 = %(< 3 : ), 

所以 , 就是满足 A (<?) < S (<?) 的简单图。 

7-80 —个有向图1>是单侧连通的，当且仅当它有一条经过 
每一结点的路。 【7-2.⑼] 

证明充分性。 ' 

给定有向图 ■£?>, 如杲仔有一条经过每一结点的路 

为这里^ ij 切 a， … j v B }j {ex f e 2} ***, 

足边^(1<^-1)以结点％为起点，以 n 为终点。任 
给两个结点奶，〜€厂， 不妨设 则奶哪 + 说 + 1 … 就是 
从结点％出发到达结点^的路，故 G 是单惻连通的。 

必要性 o 


对结点数目 W 进行归纳。 

当 ^ = 1=2时，单侧连通的图显然有一条经过该图中所有 

结点的路。 

设 v = 时，有一条经过每一结点的路其中结点可 
能有重复，这条路的结点的下标只 表示该 路所经过结点的次序，显 
然 h < p a 例如图 7-58 ( a ) 给出的路，故化=% 

v 3 =^ r v^ = u^ s % = ^ v T = ^ft=Wr 0 



图 7-28- 

当时，取一结点 W 在图 G 中删去％使^ {«} 还是 
单侧连通图。根据归纳假设,<?一 {< 有一条经过每一个结点的路 
^wn P0 令杏， 111 虹 {> 卜 * 到《 有路 } ，夕一 min{s 卜到 叫有路 } 。假 
如则必有 f 满足 i < t < j Q 由于图<?是单侧连通的，叫与 
w 之间有路。如果该路是从叫到％则与 i=max{slh 到 n 有路 } 
矛盾。 如果该路是从汉到％則与 j = min{ S |u 到％有路}矛盾 3 
故而 j>i+i 不可能，只可能是 )< i - hl 0 当： H4+1 时，有经过每 
一结点的路 ■〜••■« …叫 + ：1叫3如图 7 - 23( b) 所示。当 
i 时，有经过每一结点的路…阳广.卿 (+1 如图 

--3*9* 


7-28 ( c ) 所示。 

7 - 31 试证明图的每一个结点和每一条边，都只包含于一个 
弱分图中。 【7-2:(10)】 

证明设结点似包含于两个不同的弱分图仏=<6, _^>和 
a =< r a ，馬> 中，即 wehnrh 由于略去边的方向后， h 中所 
有结点与《连通，中所有结点也与《连通，故1^与1^中所有 
结点连通，这与为弱分图矛盾，故任一结点不可能包含于两个 
不同的弱分囝中。 


如果一条边包含于两个不同的弱分图中，该边所关联的两个 
结点也包含于两个不同的弱分图中,这是不可能的，因此任一条边 
也只能包含于一个弱分图中。 

7 33求出图 7-29 中有向图的邻接 
矩阵4找出从巧到％长度为2和4的 
路，用计算』 3 和2 4 来验证这绪论^ 

【7-3 .⑴】 

解 A 到叫长度为 2 的路有 1 条： 

叫校度为4的路有3条：图 t _ 29 
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7-33 对于邻接矩阵』.的简单有向图 QS 它的距离矩阵定义 
如下： 

成 j = 如果 v s y = oo ^ 

成广0,对所有的 士… ，化 , 

. . I ^ 




jm 



dd 这里 6 是使的最小正整数。 

确定由图所示的有向图的距离矩阵，并指 (H 知=1是什 
么 意义？ 〖13.(2)】 

解 距离矩阵 0(60 为： 



4=1表苯存在边〈叫叫>,反之亦 
然。 

7 -M 在图 7-S0 中给出了一个有向 
图,试求该图的邻接矩阵，并求出可达性矩 
阵和距离矩阵。 【7-3. (3)】 

解 邻接矩阵2(沒)，可达性矩阵 
P (⑺和距离矩阵刀设)分别 如下： 



图 7-30 
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7-36 写出图 7-31 所 示的图 (？ 的 

完全关联矩阵，并验证其秩(如定理 
7-3 .2 所述)。 rn •⑷】 

M 完全关联矩阵为, 


M{G) X 


由于 



• 
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可见财 ( G ) 的秩为5。 

原图是一个连通图，所以茁 ( Q 0 的秩等于结点数减1,即 

jr^nk M (CF) ~6 一 1 = 6 。 

7-36 证明:设團有 a 个结点个最大连通子图，则图 
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的完全关联矩阵的秩为 n — G 17-3. (5)】 

证明 设图 ff 的 r 个最大连通子图为 （? r , 依次 
对仏私，&中的结点和边编号，由于味 ( KS ^ r ) 都是最大 
连通子图，故 ft 与 G ^ j ) 之间没有边,在这种编号下， M (⑺为 
分块矩阵 

M (沒 1) 0 “， 0 

0 M{Q^ 

* • 

: :、： 

» % 

0 0 M(G r ) 

这里 M 是图 A 的完全关联矩阵。由于说为连通 
图， rankJ / C ^) = | r 4 — 1, 是图的结点数目 。 故而 

xankM ( G )^ rank M{Qd = S (| rj - l ) 

r 

=SI V<\ ^^=^71—r 

7-37 判定图 T - S 2 的图形是否能一笔 ®。 【74. (1)3 






解图 7-32 中的两个图都能一 笔画， 每个厫恰有两个竒数度 
结点，如图中“黑点”所示。 

7-38 构造一个欧拉图，其结点数 w 和边数6满足下述条件 ； 

a ) \ e 的奇偶性一样； 

b ) 〜 c 的奇偶性相反。 

如果不可能,说明原因。 [7-4 + (2)] 

解图 7- S 3( a ) 给出 w 和 e 均为偁数⑷的欧拉图。聲 7-33 


* 394 • 


图 7-3 

•* 

( b ) 给出 v 和 e 均为奇数 (3) 的欧拉图。图 7-33( c ) 给出^为奇数 
(5), 0为偶数 (6) 的欧拉图。图 7-3 S ( d ) 给出 t 为偶数 (6), a 为奇 
数 (7) 的欧拉图。 

7-39 确定 a 取怎样的值,完全图 ip 有一条欧拉回路。 

【7-4 .⑶】 

解 L 有 n 个结点，每个结点的度 
数为1,故当料为奇数时，图 Km 有一 
条欧拉回路。 

7 40 a ) 图7-3 4 中的边能剖分为 
两条路（边不相重)，试给出这样的剖分。 

b ) 设&是一个具有 A 个竒数度结 
点 ( A >0) 的连通图，证明在中的边能 
剖分为 A /2 条路（边不相重)。 

c ) 设<?是一个具有 A 个奇数度结 ◎ 7 - 34 

点的图，问最少加几条边到中，而使所得的图有一条欧拉回路， 
说明对于图 7-34 如何能做到这一点。 

d ) 在 c ) 中如杲只允许加平行于 G 中已存在的边，问最少加 

几条边到中，使所得的图有一条欧拉回路，这事总能做到吗？叙 
述能做到这事的充分必要条件。 [74. (4)】 

解 a ) m 7〜 S 5( a ) 和 （ b ) 分別给出两条边不相重的路： 

^ ViVs^sW^VTVGa 

ij ) 因力一个图中奇数度结点数目为偶数，故 a 为偶数。将图 




图 7- S 5 

©中的 A 个奇数度结点分为数目相等的两组叫，…，和 

对图《 加边^ 0, ( 邮 <■、(，、)， 

共 f 条边，得到图 ff '。 由于图仔'中每个结点的度数均为偶数, 

放存在一条欧拉回路。在图 V 中删去边(他，％),得到一条欧拉 
路 ，此 路的两端点是 和巧 ，结点《3和％必在此路的中间，再删 
去边(％，％),得到两条边互不相重的迹，这两条迹的西个端点为 
％和叫，故结点叫必在某一条迹的中间。再刪去边 
( U 3 , 3 ) , 则将一条迹（包含边 <：叫， 叫) 的迹）又分为两条边互不相 
重的迹，共得三条边互不相重的迹。依次继续下去，直到所有添加 

边(他，(私％) 〆 "， （> 全部刪去，得到 | ■条边互不 

相重的迹。 

0) 因为添加一条边,只能使两个结点的度数改变奇偶性。现 

有& 个奇数度结点，至少添加 I 条边才能使这些结点的度数变为 

偶数, 此时所得的图才能有一条欧拉回路。 

图 7-34 中奇数度结 点为％ , 叫和外。添加边 （叫 ％)和 
(%叫)，如图 7-36(0) 中虚线所示，则所得的图中有一条欧拉回 
路。 

d ) 由可知至少要添加4条平行边，才能使 A 个结点的度 
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数由奇数变为偶数，才可能有一条欧拉回路 & 由于添加的边只能 
是平行边，因此如有一个奇数度结点，它的邻接结点均为偶数度结 

点时，添加 I 条平行边所得的图中仍有竒数度结点，不存在欧拉 

回路。如图 7-36( d ) 中，奇数度结点、 你 相邻，添加平行边 
(叫，你)使抑，办变为偶数度结点。但与奇数度结点听相邻的结 
点%和似均为偶数度结点，故添加任一条以 b 为一端点的平 
行边后又产生一个新的奇数度结点。图 7-35(^ 中添加平行边 
(%,叫)，便％成为偁数度结点，％成为奇数度结点，此时奇数度 
结点％, 办 相邻，再添加乎行适0+ %),使一切结点均为偶数度 
结点，图有欧拉回路，这样共添如了三条乎行边。 

具有 A 个奇数度结点的连通图能加 | 条平行边使它具有欧 


拉回路的充要条件是这 A 个结点能划分为 





组，每组中恰含有两 


个相邻的结点。 

充分性。 

每一组的两个相邻结点添加一条平行边，就使这两个结点变 

为偶数度结点，因为共有 I ■组，故添加了 " I 条乎行边后，所有结 

点的度数均为偶数，故它有欧拉回路。 

必要性。 

因为加一条平行边恰能使与它关联的两个结点的度数改变奇 

偶性，添加 I 条平行边后所得图有欧拉回路，即每个结点度数为 

偁数/故要求这 A 个竒数度结点均变为偶数度结点，所以所咖平行 
边所关联的两 个结点 必须为奇数度结点且任两条添加边不能邻 
接，这样，每条添加边所关联的两个结点就构成一组，它们是相邻 

的，共 .组。 

7-41 找一种9个心9个~ 9个 c 的圆形排列，使由字母 
b , o } 组成的长度为3的27个宇的每个宇仅出现一次 Q 
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【7~4 ■ (5) 】 

解 构造一个具有 9 个结点的有向囝，结点集为 
ba f bb , be ， m , < cg }。 从结点叱吻到结点 0 ^ 3 有一条有向边 
记为叱 cw ： 3 , 其中％£{心6, c }, 每一结点有三条有向 

边以它为起点，另有三条有向边以它为终点，如图 7-36 所示 Q 每 
个结点的入度等于出度等于3,并且对于任意两个结点吻和 
择 lAs 必有一条从结点 CC ± C ^ 出发到结点 ol 2 ^ ± 再 到结点场 A 的路, 
所以送个有向图是连通的。此图有一条欧拉回路 
^4^ i 4^ Le ^22^13 e 12 0 e ^® S e ^ B ^35 e £3^ ilj ^ aO ^ a ^ l 9^ S ^ l 7^ Sl ^ JL 8 j 此欧拉回路所对应 
的由9个 os ， 9个6，9个 c 所对应的圆形排列 awbacbabbcbbbaao 
oahcacabcG ? 即为所求。 


6(1 



* 393 * 


m 7-36 


7-43 0 画一个有一条欧拉回路和一条汉密尔顿回路的 图。 

b ) 画一个冇一条欧拉回路，但没有一条汉密尔顿回路的图。 

0) 画一个投有一条欧拉回路，但有一条汉密尔顿屈路的圉。 

【7-4. (6) 】 

解 a) 有一条欧拉回路和一条汉密尔顿回路如图 7-37(a) 
所示。 

b ) 有一条欧拉回路，但没有一条汉密尔顿回路如图 7-37( b ) 
所乐。 

c ) 没有欧拉回胳，但有一条汉密尔顿回路如图 7-37(0) 所 

□ <x> A 

« ♦ 

<a) <b> 

图 7-37 

判断图 7-38 所示的图中是否有汉密尔顿回路。 

' [7-4. (7)] 



图 7- B 8 图 7-39 


解如果用 j 和 S 标记结点，便相邻结点的标记不同，此时 
徭要在边 W ) 及(>6, %)上分別加结点和该图经标记 
后如图 7-39 所示。那么图 7-38 有汉密尔顿回路当且仅^图 7-39 
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有汉密尔顿回路,在图 7 - 39 中有七个标记为 4 的结点，六个标记 
为£的结点，所以不两能存在一.条汉密尔顿回路。 

7-44 设图<?是一个具有 n 个结点的简单无向图，设 
O 的结点表眾 n 个人，任的边表示它们间的友奸关系。若两个结 
点被一条边连接，当且仅当对应的人是朋友。 

a ) 结点的度数能作怎样的解释； / 

b ) 是连通图能作怎样的 解释； ' 

o ) 假定任意两个人合起来认识所留下的个人，证明 a 
个人能站成一排,使得中间每个人两旁站着自 S 的朋友 ，而 两端的 
两个人，他们每个人旁边站着他的一个朋友； 

d ) 证明对于 c ) 中条件保证《个人能站成一圈,使每一 
个人的两旁站着自己的朋友。 〖 7 - 4 ,( 8 )】 

解 0 结点的度数表示结点对应的人所认识的朋友数目。 
b ) 任何两个人可以通过朋友的一次或多次介绍而相互认识。 
0 ) 於是一个有 03 ) 个结点的简单无向图，每一 

个结点表示一个人,两个结点相邻当且仅当对应的人是朋友。若任 
意两个人合起来认识所留下的抑_ 2 个人，表示对图(？中任两个 
结点 W ^有 deg (u) H - —2 r 且其佘 n-2 个结点必与 w 
或如邻接。我们证明在这种条件下必有 < Jeg ( M )+ deg (>)>^ — 1 。 

p 

♦ 

(1) 若 w 与 v 相邻，则 deg ( M ) 十 deg (必） >2+( 抑 一2)=7 & 

- 1 . 


(2) 若任与史不相邻，如果 d e g («) + d 艰⑼2,而 F - 
{ u , v } 中恰有抑一2个结点故 v }=^ 0 ) f 其中每一 
个结点只能与中的一个结点相邻，设 w 与 w 相邻，切与 w 不相 
邻。此时对于结点来说，都不与相邻，如图 7-40( a ) 所示, 
这与假设矛盾。所以对于任意％ w 必有 deg ⑻ + d 吨 ( oO>n — 2, 
即 deg ( w ) 十 deg 0)>7 i — 1,故图沒存在一条汉密尔顿路，于是 n 

个人能站成一排,便中间的每个人两边都是朋友/而两端的两个人 
一边站着的也是自己的朋友。 

d ) 由 c ) 可知任一对结点《,取有 


们 茈明当 抑> 4 时 7 有 deg (> i )+ degO)>^ c 当你相 w 相邻，有 

deg ( u ) -h ( v ) > n Q 当社和勿不相邻 ， 如果 d 艰 ㈤ +d 靖 0) = 
a _1, 因为在结点集7_{«，硌中至少有两个结点 s 和切， 
其中0与结点《和$都相邻，而 w 只与结点％ ^中一个，譬如与 
«相邻，此时结点6 w 与结点$都不 相邻， 如图 7-40 (b) 所活 ，这 
与假设矛盾。所以对于任何结点％ $必有 d%(u)+d%(W 故 
图沒存在一条汉密尔顿固路，于是 a 个人能站成一圈，使每一个 
人的两旁站着自己的朋友。 




图 7-40 

7-46 证明如果卩具布汉密尔顿路,则对于 F 的每一个真子 
集乂有 

W(a-8)<\.S}^1 【 74 ,( 9 )】 

证明设 G 是沒的一条汉密尔顿路， TT (0)=1，对于任一 
S 〔 V , 删去汉中任一结点叱，则 W 如果再刪去 S 中 
结点％则] F ( C — 化一兔)<3,依此类推，可得 
1,而占是^一5的生成子图，故 

W(G-S) <W(C-8)<\S\ +1 

7-46 证 明:若 G 是连通图，且有汲>0个奇数度的顶点，则 
疗有*条不相交的迹仏 ，…， 仏，使得 

E(Q) = E (Q^) U (Qa) U * - * U (Qjf) 

证明设 奶，、 … li，Ms 为沒 中的奇数度顶点， 
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在％和％#之间连以新边 4(卜1， 2, 仏 所得的图记 力沒' 
则<? # 的每个顶点均为偶数度，又因0是连通的，所以也是连 
通的。由定理 7 U 的推论可知，#中存在欧拉回路 O *。 若我们 
从 C 中除去 2, …， 々乂则该欧拉回路被分解成6条不相 

交的迹仏 (6 = 1, 足…， A ), 显然有 

E(Q)^E(Q^) U^(Q a )U-U^(Q fc ) 
m 设 G 是二分图，它的两个部分的顼点集分别是 Z 和 
广，且有 j；q _ | K |， 则—定不是哈密尔顿图。 

证明因为 — |7|,所以不妨设 | X |<| Z |, 则有 

w ( G ^ x )^\ r \>\ x \ 

由定理7_4.3可知，(？不是哈密尔顿團。 

7 -W 一个简单图为汉密尔顿图的充要条件是其闭包为汉密 
尔顿图， [7-4 * (10)] 

证明先证明下列 定理： 

设 &是一个简单图，和$是沒中非邻接的结点且满足 

deg(u) + deg ( 沿 ） >n 

其中 a 是 G 的结点数目，在沒中加上 (X <得图则当旦仅当 
& 是汉密尔顿图时， G 才是汉密尔顿图。 

若》是汉密尔顿图，显然 V 也是汉密尔顿图。反之，假设 P 
是汉密尔顿图，而不是。那么$中的每一条汉密尔顿回路必然 
包含边 ( M , 于是在 V 的任一条汉密尔顿回路中删除边(％ 70, 
就得到 G 中一条以极二^为起点，以为终点的汉密尔顿路 

多1^2…令 - 

{^1 ( u , 货 + 1) 

T = {v ：r \ (^ h 

由于(％勿）荦凡 m ^ SUT t 我们有 jSur [< 抑且汉 
因为否则如果有某结点叫就有边(％ ^ f i), v )£ E , 

这样在 G 中就有汉密尔顿囲路 … 如图7_41 
所示，与不是汉密尔頓图矛盾， 故汉 由 
上面可知， des ( u )^{ S\ f deg(v)- [I 7 ^ 故而 deg(w)+deg(>) 〜 
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is | + | t | =|surj + jsnT |<% 送与沒艰 ( w )+ deg (»>7 i 矛 

盾，因此当 w 是汉密尔顿阁时也是汉密尔頓图。 

多次应用这条定理就可知道图 g 为汉密尔顿图盼充要条件 
是其闭包为汉密尔顿图。 

7-49 设简单图仔=<7 ，丑〉 且|厂卜 a I 丑卜6若有 
O ^ i +2, 则沒是汉密尔顿图 D 【14.(11)1 

证明用反证法。如果 G 1 不是汉密尔顿图，由定理 7 U 可 
知，存在结点也他€广使得 d % (: Wi )+ d 呢(吻） — i 。 在 
图沒一{处，中，结点数为 | F 卜2 =卜2,故它的边数 

0 中适数 


e^~(v — 2) (v—3) + (v—1) 


<^-(^ — 2) (^ — 3) .阳， 

A 


与假设矛盾，因此 g 是汉密尔顿图。 

7 60 设沒 =( R 助是非平凡的欧拉图 证明: 中起 
点为 ti 的每一条迹可以延长成沒的欧拉回路的充要条件是 G^r 

s 

是 森林。 

证明 必要性。 


用反证法^ 若沒 1 不 是森林，于是 — v 中含 有回路 考 
察0 = 沒一五 ( O ) 中包含结点$的分支丑，由定理 74.1 的推论 
知， G 中 每个结 点的度数均为偶数，从而 W 中每个结点的度数亦 





为偁薮， 可见以 中包含结点 w 的分支苴中每个结点的度數珣为 
偶数，故 H 是欧拉图。设 T 为以^为起点为终点的 H 上的欧 
拉迹，由于 T 7 和 C 的边不相重,且关联于 w 的边均在 ： T 中，所以 I 7 

无法延长成上的一条欧拉 回路。 这与假设相矛盾。 故穿 H 是 
森林。 

充分性： 

也用反证法。设 Q 为 m — w 的一条不能延长成》中的欧拉回 
路的最长迹，因而 Q 的终点 w 必为％且 Q 包含了与 w 关联的所 
有的边， Q 是一条闭迹：于是就有^〜^沒一 Q 且殳 一Q 的每个 
顶点的度数均为偁数,从而可知 G — Q 的每个分支必龙欧拉图，即 
卩一 Q 的每一个分支都含有回路。这就与© —^是森林相矛盾。因 
此，在 G 中以 v 为起点的每一条迹恒可延长成 G 中的一条欧拉回 
路。 

7-51 有一个 3 x 3 x 3 的 
立方体，它是由27个 lxlxl 
的子立方体组谧的。两个子立 
方体是相邻的，当且仅当它们 
具有公共面。一根导线，从八 
个角的某一个子立方体出发， 

穿过公共面进入其相邻的子立 
方体 。问： 最后能否穿过所有 
的子立方体而终止于该立方体 
的中心？ 

m 每个子立方体作为一个结点，对结点用两种不同的标记， 
相邻的立方体羯不同的标记，如图 T -42 所示。然后，根据相邻子 
立方体之间可以通导线的理由，对相应的结点连边即得图74屯 
显然是一个二分图，其结点集为 I 和; T 且 [了|=^4, \¥\ = 
13,立方体八个角对应的结点为1,纪 W 9 , 21, 25, 27,它们 
都属于中心子文方体对应的结点力14 €1"。因此，若从某一 
角出发穿导线最后可终止于中心/则从起点到终点连边后所得的 
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图 7-43 

♦ ♦ • 

♦ ♦ 

二分图 g ' 中仍是而 a 为哈密尔顿图，这就与題中的 
结果相矛盾 Q 因此，该匦中规定的通导线方法是不可能实现尚。 

7 SH 设 於是连 通的，占是 F(GO 的非空子集，证 
明： 边割集[及 苑为仔 的设小 边割集的充要条件是设防]和 ffCS] 
都连通。其中』殳[£]为— DS, S ] 中由 S 及其所有关联边所组 
成的子图。 ： I 

证明必要性不妨疫沒[幻不连通，任取 GT 奶冲的 一个分 
支，并设穹的璋点集合 为巧作 边割集[丑，及]。因为 H ,©[ S ]. 
-五之间无 i 相连/[丑]所以，[丑， S ] e[A S ] Q 如 
果 [ JT , H ] ^ IS , S ], 则 (？ [苟与 GW ] —苴之间不连通，这就与 

G 的连通性相矛盾。因此 ，[瓦 m ^ L 8 f m t 这就与⑷勾为 
的最小边割集相矛盾所以好[幻 和丑 [ S ] 都连通。 

充分伴若和6^旬均连通。对于任意的[見 
― {[兄 S ] — 0是连逋成所以 [f S 是没尚 最小边割集。 

. 7-53 证 明:若 (？ 连通，则4一个沒的边割集是分中不相交 

的最小边割集始并集^ 

证明 设 Str , [夂 S ] 是0的一个边割集 。 考察 G 間的 
4连通分支。设各分支的结点集为丑#，记 任一 ％的各连通分支力 
G 咖 由于 (？ 是连通，瓦与各分支吣有边相连，故连 
通，裉据题7^2的结果可知 [ F ((?„) , 力是 (？ 的最小边 #J 

集。显然，这些*小边割集互不相交，且有 

ifi ij 4 

= U [^ = S 2 

I 
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7- H 设 沒 是简单平面图，则它一定有一个度数 S 6 的结 

点。 

证明不妨设 G 是连通的。若不连通,就可考 察仔中 的一个 

连通分支。因是简单图，所以每个面至少有三条边，所以， 

， 

&即有 

如果每个结点的度数都则 6 D <, 2 e t EP 有 

I 

由欧拉公式可得 

p • ^ ' 


O 




矛盾。所以, G 中至少有一个结点的度数 <5。 

7-65 a ) 证明： _ B 为平面图 G 的最小边割集 1 的充要条件是 
〆 Ke 五((?0卜€5}为中的圈。这里 W 是 e 
的对偁图。 

(’）. b ) 证明: 平面欧拉图的对偶图必是二分图。 

Vs — 证明0必要性对£的边数进行归纳证 

闺7七 明。 

当拉=1蜻，在 (?* 中对应的是一个环，如图74 4 所示。 

假设抑 <* 时，结论 成立。 

现考虑的情况 c 设以€丑，则丑 一 办 a 然是没 一办^ 
6^的最小埠割集 & 于是由归纳法假设便得 w ={， e 忑 ( e ) ke 
丑 — ^} 是喏 的一个圈，且 oi 上的结点 r 对应于中的面/，/ 
的边界上有最小边割.隼五 一 ei 中的边。 

现将办 k 入, ft , 使其恢复到卩。由于是平面图，其作用相 
当于圈卬上的一个结点广对应于込中的一个平面区域/，被& 
划分成两个以&为公共边的区域/和 /", 对应在中，其作用 
相当于将结点 r 分成两个结点和 /"' 并在其间连以边九所 
对应的边^故 B 对应在 F 中的^*€五(沒*)卜€万}仍是一个 
圈，所以时也成立 5 因此，命题对任意只均成立 D 

充分性 e 中的二个圈对应于 G 中的进集 e , 显然是 设中的 



一个边割集。若它不是最小边割集，则由题 7-53 知，它是 A 中不 
相交的最小边割集的并集。由已证的必要性知，每一个最小边割 
集对应于中的一个圈，从而推出 S 在中对应的边割集是圈 
的并,这就与假设相矛盾。因此，召是 G 中的最小边割集。 

b ) 由于欧拉圄的任一边割集均含有偶数条边，故在对应的对 
偶图中，由 a ) 知，不含奇圈。故图的对偶图必为二分图 & 

7-56 在内容提要4中;用任何次序所得的闭包是唯一的。 
证明 设# 和均为图的闭包。由0得到时所连 
接边的次序为 A 4,由<?得到》"时舸连接边的 + 次序为 
A 4…，4。可以证明吃4, 4均为 V 中的边。若木基 

设 V )为其中第一条不属 于沒〃 的边。现令丑为由 G 
添加边4所得的圏，则由沒'的定义 d 艰 jfT+d 峨 
托。又因丑 c 没"，所以 deg G " v - hdeg G r , v f > n } 但 w 与 V 在 G " 中不 

相邻，这与"的定义相矛盾，所以4 4 d 均在中/故 
以是(? 〃的子图，同理可证； G "也是 F 的子图^因此 W = 

7- W 证明：若沒是每一个面至少由 A ( A >=3) 条边围成的连 

通平面阁，則,这里 t t 分别是图沒的边数和结点 

数。 【7-5. (1 )J 

证明因为 * 

I 

♦ 

… * 

^ (rO = 2 e 

•- 

而 故2技>加^即 而 a — e 十 r = 故 

. fC 




7 68证明 :小于 30条边的平面简单图有一个结点度数小于 
等亍4。 【7-6. (2)】 

证明用反证法^假设每个结点的度箄 > 4 ,即 deg (%)>6。 
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因为 2 ei ]( leg (的) 即由于 — 6,代入后得到 

4=1 ° 

^<1： e - e r 即有与边数小于30相矛盾。 

7- W 证明 i 在6个结点12条边的连通平面简单图中，每个 
面用3条适围成。 【7-5. (3)】 

证明 v = ^j 6 = 12,由欧拉公式 r = 2 ~f e — 1 = 因为 

2 C^s) =2e^2^ 

而 deg ( n )>3, 故必有 deg ( n ) - 3, 即每个面用 S 条边围 f 。 

7-60 投 G 是有 11 个或更多结点的图，证明 G 或吞是非平 

面图。 _ 【7-5.⑷】 

证明用反证法 ^ 设0和补图沒都是平面图，图仔的结点 
数为％边数为6图5的结点数为心边数为屹显然 e +〆 

I) Q 由不等式如一6, e / ^ Sv f —0 = Sv —6 J 相加得 

1 

y «0， l)=e + 〆 气6$ —12,炉 一13 v + 24<0, T <11, 与假设矛 
盾。 

♦ ♦ 

7-81 如果可能的话，画出图 7-45 各图的平面图象，否则说 

明它包含一个与或在^度结点内同构的子图。 

• [7-6. (6)] 



< a > ( b ) < ci 

图 7-45 


解图 7-45 中三个图都是平面囝，它们的平面图象分别如图 
7~46(&), (b), (c) 所示。 ' 
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m 7-^g 

tea 证明彼得森图是非平面图。 【7-5. ⑹】 

证明 有两种证法。 

1) 彼得森图中每一个面由5条边围成， e = l5, v = 10 r 
这样不等式不成立，所以彼得森图不是平面图。 

2) 在彼得森阇中亩以找到一个与在2度结点内同构的 
子图，如阇 t -47 所示，所以彼得森初 j 不是平面图。 



( a > t ( b > 

图 7-47 

7-63 证明 

a ) 对于的 任意边 + 是平面留。/ 

b) 对于 JTu 的任意边 t i 3 , s i 是平面图。 【7-5. (7)】 

证明 a) 设^： 5 如图7-48(&)所示，其中细线为对角线，袓线 

为非对角线。留 7-4800 给出了缺少的边 e 为对角线的平面图 
象。图 7-48(0 给出了缺少的边^为非对角线的平面图象。缺少 


M 




的边 e 在图中均以虚线表汞 D 

b ) 图 7-49 给出了 JT 3 , 3 中缺少边 〆 用虚绒表承）的平面图 
象。 



7-64 画出图 7-50 中各图的对偶图。 【7-6,(1)】 
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解图7-50(»， (b>, ( 0 )和 (d) 的对偶图分别如图 7〜 5 :i(a\ 
(b),〔c) 和 (d) 所示〔原图用虛线画出）。 



Cc> ^d> 

图 7-51 :, 

7-66 求出上題中对各图的饲着色的最少色数。 P -6.0)】 
m 用足 A 五分别表汞红色、绿色、蓝色。图7-50〔 0 )的最 
少色数为I图 740(a)，（b) 和 (d) 的最少色数均为3,它们的着色 
方案分别如图 7-52(a), (b), (o) 和 (d) 所示。 

7-66 用韦尔奇•鲍威尔法对图 7-53 各图着色，求图的着色 
数。 [7-6. (3)] 

解 Q (1) 将图 7-53 ⑷中各结点按度数的递减次序拂列得 
ABJSFHB&O^ 

(2) 用^对 i 着色：并且对不相邻结点刀和 C ? 也着上 Q 
色0 


R 


G 



<a) _ (b> 

• * 

> 4 

困 7-53 

♦ 

♦ • 

(3) 对万及 不相邻 的五 / G 着上 G 色，、 

(4) 对尸 及不相邻的丑着上％色。 

由此可知该图的着色数 <3。由于图 7-53 ⑷ 中结点 牟五和 

F 构成 A 子图，原图的着色数 >3,因此 

b ) (1) 将图7-劼 ( b ) 中各结点按度数的递减次序排列得 
BFAGEQDH q ’ 

(2) 对£及不相邻的任着上 Ci 色。 
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( S ) 对 p 及不相邻的 G 着上 a 色。 

⑷对2及不相邻的 A 丑着上 G 色。 

(5) 对五着上 Q 色。 - 

由此可知该图的着色数 <4。由于图 7-53( b ) 中结点 A t B t E 
和 P 枸成子图，原图的着色数 >4,因此 — 4。 

7-87 证明若图是自对也的，則 e = — 2。【74 .⑷I 

证明 设图^的结点数，边数，面数分别为 w t 图丑的对 
偶图<?’的结点数；边数，面数分别为 （ e % r ' 由对偶图的定义 
可知 《 = f = 因为是自对偶图沒' 故勿 巧' 

所以 $ = = 由欧拉公式 e+r = 2， 将1；=<代入得 

2卜2。 

7-68 假设图中各结点度数最大为\证明 < GO < n + l , 
其中 是图沒的着色数。 [7-6. (5)] 

证明 给定 《+1 种颜色，按下列方式对图 ff 的结点着色。任 
取一结点 uSK «以及与它相邻的结点构成集合私因为 
deg (» 故[氏 | < u + l , 用 n +1 种颜色 可对么 中各结点着色， 

使每一结点都着上不同色。再取 wer —私， w 以及与它相邻的结 
点构成集合同理|&|<71+1。如果私 ns a #0, 则 sd 
&中每一结点已着好色，不必再着色，只有 私一 （氏门⑹中结点 
要着色，而 I *-( Sin ^ Hl ^ l - i^n 8^\<( n - hi )-\ s 1 r \ 
^],所以 n + i 种颜色中除去私 n 沁中结点着色所用去的颜色， 
还有 <>+ i ) — i ^ n & l 种，这些颜色可用来对私)中结 
点着上不同颜色。如果 & n &=0, 就电种颜色对&中结 
点着色，使&中每一结点着上不同颜色。 依次类推 ,最后得到了 
一种用 n + i 种颜色对结点的正常着色的方法，故 x (&) < n + i 。 

7-69 证明一个无向图能被两种颜色正常着色，当且仅当它 
不包含长度为奇数的回路。 【74,(6)】 

证明 充分性。 

设图 G = 丑〉 是一个不包含长度为奇数的回路的连通图 

任取 wer , 构造 r 的两个子集， 
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^^ = ^1 从虹到々有一条偶长度的通路 } 

F s = 从社到沿有一条奇长度的通路> 

显然可证)^(1厂广0。用反证法，如有 
则 w 到 w 既有一条偶长度的通路叉有一条奇长度的逋路，这两条 
通路合起来必有一条奇长度的回路，这不可能。 珉此 ^^与厂 3 构 
成 r 的一个划分。下面证明 2) 中任两个结点不相邻 D 
用反证法,如果 R 中有两 结存〜处 相邻，則 w 到 t 的偶（奇) 
长度通路 A 到处的偁(:奇)长度通路与边 (h, 叫)合起来构成一条 
长度为奇数的回路，这不可能。这样图0中每一条边，它所关联 
的两 t 结点一个在中，另一个在 G 中，如图7^54所示，将 Fi 
中所有结点着上 Q 色，1^中所有结点着上色，就得到图<?的 
一祌正常着色。 



图 7-54 

必要性。 

」如 果图沒 不连通,只要对的每一最大连通予图证明就可以 

To 

设图》能用两种颜色 G 及正常着色， 
w 着上 <7；1色}， = w 着上仏色}。对于图@中任一 

回路 C …叫， 其中叫 =叫。由于相邻结点颜色不同，如 

果％£1^，则 %£ FV ， .•％ %=^ o € F ： l , 故 i — 1 

为偶数 J 为奇数,即图《中任一回路的松度必力奇数。 

7_70 a ) —个完全圈 X * 的边涂上红色或蓝色。证明对于 
任何一种涂边的方法，总有一个完全阌的所有边#涂上红色/ 

4U- 


或者一个 瓦 3 的所有边被涂 上雔色 • 

b ) 证明六个人的人群中，或者有三个人相互认识或者#三个 
人彼此陌生。 

0〕对于 n 个结点的完全图互 B 的边，.随意涂上红色或蓝色, 
证明如果有6条或更多条红色的边关联于一个结点，则存在一个 
各边都是红色的瓦*或者一个蓝色的瓦3。证明如果有4条或更 
多条蓝色的边关联于一个结点，则存在一个红色的叉4或者存在 
一个蓝色的瓦 3 。 [74.(7)】 

证明4任取瓦 a 中一个结点 w , 与 w 关联的边有5条，这6 
条边被涂上红色或蓝色，其中必有三条边 
涂上同一色。不妨设这三条边徐上红色。考 
察这三条边的另一端的三个结点巧 ，的和 
化 这三个结点两两相连，用虚线表示，如 
图 7-56 所示 d 如果这三条虚钱中有一条 
涂上红色，如边(刊，叫)涂上红色，那么结 
点 W ％就组成一个红色的五：如果 

这三条虚线都涂上蓝色，那么结点 m 和％ 便组成一个蓝色的 
因此在中必 有一个 红色的或藏色的瓦 
fc ) 设六个人用六个结点表示，并设结点代表的人若彼此 
认识，则边 C % 0涂以 红色；结点％ *代表的人若彼此不认识，则 
边 ( W ①)涂以蓝色。由 a ) 可知 7 或者 有一个 虹色的或 者有一 

个蓝色的兀 8 , 即或者有三个人彼此认识，或者有三个人彼此不认 
识。 



°)对于图设有6条或更多边关联于同一个结点 u 且涂 
上红色。取其中任意6条边，这 6 条边除 w 以外的另一端点构成 
一个 >8^由 a ) 可知，仏中有一个蓝色的: g ： 3 或一个红色的瓦 8& 
如果有一个蓝色的 Is , 则瓦 n 中就有一个蓝色的正 a ， 如图746 
( a ) 所示。如果有一个红色的疋^则此瓦 a 与原来3条边中与此 
的三个结点相关联的边构成一个红色的瓦此吋 J 5 T * 中就有 
—个红色的足4,如图 746( b ) 所承 g 
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图 7-58 


在中，如果有4条或更多条边关联于同一结点《且涂上 
蓝色，取其中任意4条边，这4条边除 w 以外的另一端点构成<个 
如果这个的各条边都涂上红色，此时瓦《中就有一个红 
色的瓦4,如图 7-57( a ) 所示。如杲瓦^中有—条边涂上蓝色，则这 
条边与原来4条边中与这条边‘的:两个结点相关联的边构成一个蓝 
色的瓦&此时瓦《中就有一个蓝色的瓦 3 ,如图 747( b ) 所示。 



图 7-57 

T M 当且汉当连通图的每条边均为割边时，该连通图才是 
一 棵树。 【7-7 .⑴】 

证明必要性。 

: 如果图0是树，則删去任一边后，就成为不连通围，故任一边 

都是 ©的 割边。 

纪分性分 


1 
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任取两个结点 w 和％图 沒 是连通的， zt 和 a 之间就有路。如 
果连接《和 w 有两条路；该两条路就可组成一个回路,删去回路上 
任意一条边，不改变图的连通性，这样该回路上的各条边都不是割 
边,与偎设矛盾，因此任意两个结点之间恰有一条路，图反是树。 

7-72 —棵樹'有两个结点度数为2, 一个结点度数为3,三个 
结点度^力4,问它有几个度数为1的结点。 【7- 7. ⑶】 

解设有$个度数为1的结点，结点数十1+3十 ® = 6 十 

% 边数《3 =史 一 1=5+沈。而 2 e ，2 deg (%)， 故 2(5+必）一2*2 + 1.3 

«• 

十 3.4 十 —9 Q 

7-73 —棵树有％个结点度数为2, ％个结点度数为3, …， 
^个结点度数为 t 问它有几个度数为1的结点。 【7-7.(3)】 

解设有 W 个度数为1的结点 o 结点数 Ttwa +吻+他 十… 
+ 他， 边数 — 1=(〜+❿+…+你^；) _1。而 2《 = 2 deg (0, 故 

2( W 十％ + f %+〜+7 tfc ) — 2=化*14 ■勿 •2+^*3 + … +%_i 

旳丄 & 1^3十 2 ? 14 + ’*.+ (ft — 2)9 Tfc 十2 

7-74 设 L 和？ 7 3 是连通图 G 的两棵生成树， a 是在 :^中 
但不在 A 中的一条边,证明存在迈&,它在？^中但不在 A 中，使 
得％-{奶 U 和％— {&}) U W 都是 (？ 的生成树。 

【7-7,⑷】 

证明在证明之前先引进一些概念和结果。 

设 J 7 是图 奶 的生成树，由于图^有 e 条边， T 的结 
点数等于 G 的结点数％ T 7 有 w -1条适，故对于 y 共有 0 _ v +i 
条弦，把任意一条弦加到？^中，怜得到一个回路，这种回路称为基 
本回路，共有 e _ m + i 个基本回珞。任一基本回路怡有一条弦，其 
它均力树枝。 

另外，从 r 中删去一条树枝， r 就分成两棵不连通的树 r：! 和 
匕令 F a 分别为它们的结点集合，删去 T' 与 n 之间所有 
边，就将图<?分成两个不连通的分图6^和0^这些边与 r 中所 
删去的枝一起组成了图 (？ 的一个割集，这个割集称为基本割集， 
因力 y 典有条边 ，故共 冇9_1个基本割集。任一基本割集 
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中恰有一条树枝，其它都为弦。 

倒如对于图 7-68( a ) 所示的图有一棵生成树 r 如图 ( b ) 所 
示』对应于 r 的基本回路如图«⑷， （ e ) 和 ( f ) 所示，对应于 r 
的基本割集如图 ( g ) ， Cb ) , ( i ) 和 CD 所示。 1 





图 7-5S 

我们有以下结论： 

( A ) — 个割集和一个回胳都有偶数条公共边 & 

( B ) 对给定一棵生成树 ' 设 Z )={ 〜办}是一个基 
本割集，其中&是 r 的树枝.，办，办是 r 的弦 <j 那么&包 

I 
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含在与对应的基本回路中。 ^ 

证明 W 删去割集中所有边，把图沒分成两个互不连通的子图6^和 
与&间连通的边都在割集中，从彺一个结点出发又回到自身的回珞 
必然在与之间釆回愒数次^ (来回次数为0,表示此回路的所有结点都 
在&或 中 X即此回路与割集有偶数条公共边。 

(B) 设^7是对应于弦的的基本回路。因为 a 在 C 中，也在 D 中，由 
(A) 可知, (7 与 Z) 应有偶数条公共边，由于 C 中只有一条弦即与 D 公共 
边只能是树私，因此只可能打为公共边 0 对于对应于办，办的基本回路中 
也包含匕可类似证明 e 

设 C' 是对应于不在刀中的任何弦的基本回路, C 不能包含匕因为否 M 
C 与 D 只有一条公共边仏这不可能。 

有了 （ A ) 和 ( B) 结果,就可证明本题。 

边 a 在3^中，它是 R 的枝，通过枝^有一个基本 割集丛 边 
® 不在7%中/它是 h 的弦，存在对应于边 a 的基本回路 <7,割集 
D 与回路 O 有公共边\由 (A) 可知，它们至少还有一条公共边I 
由于6在基本回路 G 中，6是：?％的枝 ，又 6在基本割集 U 中 J 不 
是 A 的枝。在树 L 中，删去边~加上边心可得到图的一棵 
生成树，故 d {i}) U {«} 是图的生成树。 

由于6在基本割集 D 中，边 a 是1>中的枝，由 (B) 可知 ，包 
含在对应边&的基本回路中，因此删去边 a 而添加边6,即(2\- 
W) Uib } 也是图 G 的一棵生成树。 

7-75 设沒 =< K : 於为 连通图，且证明当且仅当技 
是疗 的割边时 〆才在沒的每棵生成树中。 【7-7. (6)1 

证明 充分性。 

设边6是0的割边 4 删去~ (? 就分成两个互不连通的子图 
和6^对于的任一棵生成树 A 由于 J 7 是连通图，故连结 
&与之间的唯一边 e 必在？ 7 中。 

必要性。 

用反证法。设边 e 包含在 G 的每棵生成樹中，但 e 不是割 
边。在图仔中删去 e 得图 F 仍是连通图。对 G 来说必有一 
棵生成树 r, r 中不包含边 e, 与假设矛盾。 
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7-76 对于图 7-69, 利用 fcrustea 算法求一棵最小，成树。 

P 々.( e )】 

解图 7-S9(a) 所对应的最小生成树如图 160(a) 所示。择 [ 
7-59(b) 的最小生成树有五棵，分别如图 7-60(b), (c), (d), (e) 
和 (0 所 示:。 

7-77 从简单有向图的邻接矩阵怎样去决定它是否为根树。 
如果是根树，怎样定出它的树根和树叶。 【7-&(1)】 

解一个有向图为根树，它的邻接矩阵必须 满足： 

£t) 所有主对角元为0; 


b) 矩阵中有一列元素全为零，所 
有其它列中都恰有一个1。 _ 

如果一个邻接矩阵对应的有向图 
是裉树，那么全零列对应的结点为I裉。 
而全零.行对应的结点为树叶。 

7-78 求出对应于图 7-61 所给 
出的树的二叉树 & [7-8. (2)] 



解图 7-61 所给出的树所对应 
的二叉树如图 7-62 所示。 




<a) Cb ； 

图 7-62 

7-79 证明在完全二叉树中，边的总数等于 2 (%— 1), 式中 
叫是树叶数。 【7-8..⑻】 

证明、由定理 7-8.1 可知，分枝点数卜价一 1,结点数”达+ 


* 


叫叫一 i c 而由定理 7- 可知， = 所以边数 

6^*1 一 1 =■= 2 (Wj 一 1) 

7-80 在一棵 {叉 树中，其外部通路长度与内部通路长度之 
间有什么关系 。 【7-8.⑷】 

解在一棵£叉树中，外部通路长度龙与内部通路长度1满 
足关系式 

£1™ ( t — 1) J+f*S? 

其中 A 为分枝点数。 

对分枝点数目&用归纳法证明。 

当 A = E 广 t , Z-0, 故上式成立。 

设 &= w — 1时上式成立，即五、0?— i)r+ 卜 (仰 一i)。 

当右巧时.若删去一个分枝点\该分枝点 r 与根的通路长 
度为 L w 的两个儿子是树叶，得到新树 r'。 将新树 r' 与原柯比 
较 ，它减少了 i 片长度为 1+1 的树叶和一个長度为 i 的分枝点，因 
力只有 n— 1个分枝点 5 故 

" ■£?'=( 亡 一 • (71—1) , 

但在原树中，有 

i ^ r+i 

代入前式得到 

五一 +1= (6 — i) •(抑 一 1) 

即 ^ = (t 一 1)_?十#*76 

7-«1 给定权 4, 9, i6, 25, S6, 49, 64, 81, 100: 

a) 构造一棵最优二 叉树； 

b) 构造一棵最优三叉树； 

c) 说明如何构造一棵最忧丨叉树。 【7-8. ( 5)3 

解 a ) 最优二 X树如图 7-63(a> 所示。 

b) 在权中增加数0:就可构造一棵最优三叉树，如图 7-63(b) 
所示。 

c) 要构造一棵最优^叉树，可以如下进行：首先找出#个最 
小的 W 值， 设为 W 心… ，叫 J 然后对 TC — #+1 个权似4 + 如： S+ … 




图 7-03 


+ - S 切，求作一棵最优〖叉树，并且将这棵最优树中的 


结点 


jt»i + 奶 + Wt 


代之以 



。依此炙推，由 


构造过程可知，除根外其它分枝点恰有 f 个儿 子。 如果构造出来 
的树,根恰有#个儿子，那么这棵树就是最优#立树。如果构造出 
来的树，根的儿子数目 Tc < t ? 那么在原来 u 个权％, %. +••, %中 
添加((一》)个1对于权0 , 0…，0 , w 1；} , w n 按上法重新 


构迨纟叉树，它能保证每个分 
枝点都有#个儿子，这是最优^ 
叉树。 

7-€3 构造一个与英文字 
母 k d , g , o , h © 对应的前缀 
码，并画 a 该前缀码对应的二 
叉树，再用此六个字母构成一 
个英语短语，写出此短语的编 
码信息。 【74,(6)】 
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解令 b . H 之 心 CM e 所对应的码字分别为 000 , OO . UHO , 
on , _ L0 , 11 。显然 { 000 , 001 , 010 , on , io r n > 为前缀码 ，它对 

应 的二叉树如图 7-64 所汞。 这六个英文字母可构成英 语短语 
good bye , 它对应 的编码 信息为 0100110110010001011。 

7-83 设2是二进制序列集合。我们将益划分为两个子集 
A 和禹,这里為是4中第一个数宇为0的序列的集合，糸是4 
中第一个数字为1的序列的集合。然后我们根据序列中的第二个 
数字，将為划分成两个子集，对也用同样方法加以划汾^运 
用不断地将序列的集合划分成子集的方法来 证明： 如果2是前缀 
码，则存在一棵二叉树，其中从每个分枝点射出的两条边分别标号 
0和 i , 使得赋于树叶的0和1的序列是么中的序列。【7-8. (7)] 
证明画一棵二叉树，根标记为益，从根射出两条边，左边标 
记 I 右边标记1，它们相应的绾点分别标记为如果集合 
A (4-0, 1) 中恰有一个元素，且该元素就是^标号为4的结 
点就是叶，它对应序列或者^ 1 中恰有一个元素，它是… 
“根据或1,从标号为的分枝点射出左边或右边，它相应 



图 


的结点的标记为 A +。 
否则』 集合中元素 
多于1个，榇号为 
的结点就是分枝点。再 
从此分枝点射出两条 
边，左边标记0,右边标 
记私它们相应 的结点 
分别标记为和 
依此类推，直到 所有集 
合中只有一个 
元素且该元素就是 
…知为止/标号为 
的结点是树叶，它对应 


乂中序列这样构造出来的二; K 树，就是我们所需的二叉 


树。 例如前缀码 汲={0\10， 

HO , 111, 0011}, 它对应的 
二叉树如图 7-65 所示。 

7^84给出公式 （PV 
OPAQ )) A (( nPVQ)A 

刀扔的根树表示。【74.(8)】 

解公式 (PV ( HP 八。 

QD / UnPVQ ) A — liO 的 
根树如图 7-66 所眾。 \ j 2 QD . 

7 - 86 设图沒中结点 ^ 7 郝 

的最大度数为 A 且有两 个结点 ^ 和6具有以下性质 t 

① \ &之间的距离为2; 

② 去掉七6后所得的图是连通的。 

则^的着色数不大于 ff 。 

证钥因为化&的距离为 A 所以它们不相邻，且存在一点％ 
与\ 6均相邻。 d 

设设的结点数为％因为 f 是连通的，所以除 A A 奶外的 
其余 a — 3个结点中必有一个结点与％ 枵邻 ，记为％。如果已有 
Vi , v 2f »*, ^( KiKn - S ) f 其中每一点都与前面的某一点相邻, 
那么由连通性 可知， 剩下的点中必有一点与”1，別，…，％中的某 
一点相邻，将此点记为这样继续下去，最后得到点的序列为 

V2^ 史 ‘ j H 

其中的每一点都与前面的某一点相邻。 

现在，对图 G 的结点进行 着色/ 

首先，将义&涂上闻一种颜色。郎后，再依次对 叫 - a ， im ， 
着色,在这个着色过程中，由于每一个结点的度数并且 
每一个结点均与一个尚未着色的结点相邻，所以，每个结点最多与 
sr — 1个着过色的结点相邻，因此，总可以将该点着上一种与已着 
过色的相邻结点都不相同的颜色。最后，由于巧与 A 6相邻，所 
以 h 最多与其余结点中的 2-2 个结点相邻，这2- 2 个结点即使 



■ 420 ■ 


颜色都不相同，那么最多是？_2种不同颜色。由于 a &着的是 
同一种颜色，所以，与仍相邻的所有结点中最多已着了 1种颜 
色,因此， h 就可以着上第2种颜色。这样，我们甩9种不同颜色, 
便可对 g 正常着色，故 e 的着色数 <分。 

746 D 个人参加一个会议，在会议期间，每天都要在一只圆 
桌上共进晚餐，如果要求每次晚餐就座时，_个人相邻就座者都不 
相同，问这样的晚餐最多能进行多少次？ 

解用 n 个点表承〃个人，每两个人都有可能相邻就座，因此 
每 M 个点之间都可连线。这样就可得到一个具有 n 个结点的完全 
图那么，在瓦》中的一个哈密尔顿圈就是一次晚餐的就座方 
法。可见，晚餐最多能进行的次数 就是& 中无公共边的哈密尔 
顿圈的个数。 


中共有-条边，每个哈密尔顿圈有 n 条边，因此, 


边不相重的哈密尔顿圈最多有 


条。 


对于竹为奇数的情况，做出图 7-67 的图形 


o 



显然 ， Ov 1 3，4，3， w — 2^ 7b 
一 1, … 1) 是 S ：„ 中的一条哈密尔顿圈。 

现将圆周上的点的编号依次 m 时针旋 
转 


n—l 


2 


360 




to — 3 360 




3 


n— 1 J 饰一 1 ’ 9 2 竹一 1 

可得图 7-68 所示的哈密尔顿圏。它们分 


f " Q/ 别对应着边不相重的哈密尔顿圈为: 

(1^ 4^ 2 f 3^ 8^ T6™1, 7i 一 4, ftj 7i 一 2^ l) 
(1， 6，4， — 7 i — 2^ n — 4， 


(1^ 1 ， — 3j 7ij n 一 5^ n^2j --*j 7j 2j 5^ 3^ 1) 

因此，共有臬边不相重的哈密尔顿圈。 

对于 n 为偶数的情浮,可做出图 7-69 图形，即对 n —1是专数 
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(a> 


360 # 


旋转 2 


360。 
w — 1 


-3 ■二 
2 ~ n-l 

^ c ) 


图 7-68 


的图琅 , 并在中间添加一个结点％ 


因此,可类似地得 [ 


n 


] 个边不相重的哈密尔顿圏 


总之，无论托是奇数还是偶数，《个 
人共座圆桌相邻两人都不相同的就座方 

法最多有种。 


• »— 3 


t 


7-87 设沒是一个图，将中的一 \1 \/ / 1/ /^ 2 
条边 e 去掉，并且把0的两个端点合并 
成一个结点』而把原来关联于这两个端 
点的边变成关联于新结点的边，这祥所 ^ 

得的图记为沒。心我们用 位 一6 表示在沒中除掉边 e 所得的图，用 

i ( G 0 表示@上树的棵数。证 明:若 見则 

# (0) (G 一 f ( ff 。 e ) 

证明 因为 G 的每一棵不含 e 的树，也是设一 s 的树，反之， 
G _ e 的每棵树， 也是沒 中不含 e 的树，所以 K &- e )^ Q 中不含 
e 的树的棵数。 

又因 © 上包含 e 的树与上的树一一对应，所以， t ( Gf ^ e ) 

是沒中含0的树的棵数。因此 

t (Gf) — t (& — e) + f 

7-88 樹是偶图，设树 r«=(r, E ) = ( V 1} V 2j H ), 


图 Z -69 
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-K Knv 2 ^ 0, 若儿则在 n 中至少有一个悬挂点 
(即树中度数为1的顶点）。 

证明对结点数&进行归纳法证明<» 

抑》2,3时，显然成立。如 

图 7-70 所示。 

设 n < k 时成立 a 
现对 + l 进行证明。若 
1^中无悬挂点，鲥1^中必有悬 
挂点，设此悬挂点为*于是有悬挂边 i >， u )。 考察树 

T ^-{ V 1} FW 呔 E -{ K ^)}) 

由归纳假设，中必有悬挂点，由于本来在中没有悬挂点，所 
以，对图来说中要有悬挂点必为 w 苒考察树 



T — ^>^u= (V t 一 {w}^ V 五一 {(w ， 史）， w)}) 


再由归纳假设 ，厂 _{ w } 中有悬挂点，与假设相矛盾。因此，在 R 
中至少有一个悬挂点。 

7-88 设 S 为图 G 中结点的最小度数，分为该图中最短圈的 
长度，则该图沒中时结点数至少有 S) 个。这里冲(％幻满 
足以卞性质 : 

对于夕 >2 初 5>3 

1 + ( 3 一 1 〕& 1>/a 一 1 夂当？是奇数 

3) 

—1)^_1}， 当？是偶数 


证明 若？是奇数 ，设 = 对于 G 中的任一结 

点\在》中不存在结点~使得在 r? 中含有两条从 s 到$的长度 
至多为 d 的通路，否则仔就有一条至多长度为的圈。这就 
与？为最短圈長度相矛盾。这就表明,在仔中任意两个距离<<?的 
结点之间都不存在两条路。由此，便可推出：至少存在 S 个结点与 
^的距离为1;至少有 S(s — 1) 个结点与 tr 的距离为 2 ; …； 至少有 
S(S — If 1 个结点与*的距离为 <因此，沒中的结点数 a 必猓足 


乃>1+5+§(5-1)+ — +古(含一1)*一 1 


若 P 是偶数， 设夕 = 2rf, d > l , 因为 S>3, 故可取两个相邻的 
结点气和I则至少存在2(3-1〕个结 •点与 忱 ⑽的 距离为至 
少有2(5-1) 3 个结点与 { x , y } 的距离为2,…，至少有 2(S-1 广 1 
个结点与 {6 W 的距离为一 1。由此便得 


7-90设 G 是结点数为 n 的图，其中不存在长度为的 
路，则(？中的边数 

证明不妨固定 t 并对 n 进行归纳法证明。 

显然,对于抑结论肯定成立，这是因为 

e ( G )< 


现在设 OA。 若0是非连通的，则至少有两个连通分支。 
为&和 那么，由归纳法假设必有 


设 


e ( ff ) = e ( a 1 ) +^(<? 2 ) + * 


k-1 

~ T ^ 


(«!+%) 


2 

&-1 


2 




n 


其中和，分别为^^和^^中的结点数。若 g 是连通的，由于 
不存在长度负 a 的路，所以，在图 没中不 可能有 a 个结点的完全 

子图; 而且至少有一个结点 巧它 的度数否 jqi 对任意两 

点 A 和％ ，有 d ( x x ) +d(> a ) 导致在 <? 中有长度为 A 的路的矛 

盾。由于结点$的度数所以就有 


十 e ((? —岣 ~丄0 — 

7-91 对于图 7-71 所示图 
1) 找出一个对集； 
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2) 找出一个最大 对集； 

3) 找出一个完美 对集； 

4) 沒有几 个完美 对集？ 

[7- 9.(1)】 

解 

1) M = ( e 6j et ^} 

2) e^ r e^ fij*) 

3) M P = e 7j e$ f 

4) G 共有 8 个完美对集，它们是 〆 

(ei, e 3j 614) j (01^ ei^ m 

( el ) e 0J 〜 eu ) j , { e % 3 e Tjl 

♦ ♦ 

(Qj 6 u ，&4 )，(^j ho ，^ ia ) 

• ♦ ♦ 

^ s , ^7 j ^ 14 ) J (^13 j ^7 j ^1) e lo ) 

7-93 对于图 7-71 所示图 GS 

1) 找一个覆盖及一个最小 覆盖； 

2) 找出一个独立集及最大独立集 i . 

3) 找出一个边覆盖及最小边覆盖； 

4) 验证定理 7-9.2 的推论及定理 7-9.3 的正确性。 

17-9-(2)1 

解 1) G 的全体结点是一个 覆盖： 

C ^ C , ^8, Vt , ^3, ^ q ) ， 

♦ ♦ * • 

2) 独立集却 ( 叫抑)彳最小独立集如 1*= 竹)。 

5 ) iil 覆金如 (eij e ^ ? e ± t ? eis ) 

最小迪覆盖 ^ = C ^7, ^ e x , ei *) 

4} IJ*j + {[ =3-r6 = S = v 

由上题知最大对集 

\ M *\ =d 故 |5 T |+|4| =4+4 = 8 = u 
7-9 S 设图 G 的结点是由所有 0 和 i 的有序 A 元组跅 组成， 
当且仅当有序 A 元组它们有一个坐标不相同时，此两个结点相连 
结，这样的图称作 P 方体图。 
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a ) 证明 l 方体图有浐个结点，条边且是一个二分图； 

b ) 卜方体图存在完美对集。 [7-9 * (3)] 

证明 a ) 因为 S - 方体图结点为有序 A 元组，设 

… ，巧)}，叫可取0和1两值；故卜即方体 

图有於个结点。在 i 元组 (勿，呜 /…，知)中,固定了 fc — 1个坚标 

盾，能对应图中两个结点，且此两个结点间必可用边相连。故 

共有边数为心2»^条。在 Jfc - 方体图中，可按结点所对应的是元 

组,确定奇偶值。把全部结点划分成两个部分，奇值结点之间或偶 

值结皂之间，都不能有边相连，故 A - 方体图可构成二分图。 

b ) 设 I 方体图的结点为(％, 吻 〆 、 我们取(巧，吟,…， 

h ， 0) 和（％仏…， ^_ a , 1) 之间边的全体构成边集合见，则 

但 i - 方体 ® 共有沪个结点，所《 方体图的每一个 

结点都是 I - 饱和的，故 M 是完美对集 ^ 

7 M 求和瓦 … 中不相同完美对集的个数 a 【7_ 9 .⑷】 

m p 记中不同完美对集敎为/«显然有 /( i )= i 。 

在冗〜中，任取一个结点其关联的边共有、_1条， ^ K 2ti 

, 

中任一结点， 可有、 1种方法被 饱和, 一旦选麁某一边属于某个 
对集苋 之后，剩下尚有 2(>—1) 个结点，它们之间生成子图是 

所以疋如中完美对集苛记力 

/(« 〉 ’ （ 2»i — 1) -/(w—1) ^ (2ft— 1) (2^—8) *■■/(!) 

= (2n— l)i f 

2) 记兄 ^中不同的完美对集数为 〆 n ), 显然有 〆 1)-1。 在 
中任取一点则400=%故饱和〜可有几种方法 D — 
旦选定某条边属于完美对集 M 之后』剩下尚有 2( n _ l ) 个结点， 
它们的生成子图是 K n . lrn . lf Brm 

g ( 神 ) ®=7t, 夂〔竹一 1 〉 —n* (w —' 1 ) * ^ (t6 一 2) 

7-S5 证明树至多只有一个完美对集， 11-9 . (5)] 

证明设树 r 有两个或两个以上的完美对集，记为 M. Jf 
…。如栗有两个完美对集和则在中每个结点度 
数为2,因为树是连通的，所以見 ㊉ 血 3 必是一个回路，这与树的 | 

I 
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概念矛盾。 

同理，如果有两个以上的完美对集，亦必出现回路，与树的题 
设矛盾。 

所以树中至多只有一个完美对樂。 

746树 G 具有完美对集的充要条件是对任意均成立 
o ( G — v ) =1 0 【7-9'(6)】 

证明充分性。 

设具有完美对集，则根据定理 7-9.8, 有 : 

o (0— if )<： ™1 ( A ) 

因为 <? 具有完美对集，故 w (<?)- 偶数，于是 

ro ? -奇数,所以 0( 穿一 ( E ) 

由⑷ ， （ B ) 两士得 

♦ 

♦ ♦ 

:必要性0 . 

如杲对所有 w GF 有— y ) =1,即是诠 G - 免 中存在唯一 

的竒分支令？与仏〜)的关联边记为 eW =卜⑶)。因为 

。 (&~ 免）士軋故 e 是唯一的，且 e 0) 琴（％ 0 , 因 k M ^ ie ( v )} 

正好构成一完美对集。 I ' 

7-ff7 a ) 若沒=<1,匕.五> 为二分图，妯沒的最: fc 对集的 
边数等于 | 尤 — 

b > 若中 | X 卜 | r 卜仰且达数 e >:( i — ：!>% 则# 含有 i 
条边的对集 & ， 【7-9.(7 )J 

证明沁令义 —仏则 : 

| X |- ma ^ {\ S \- \ N ( S ) \} = min f | X ； ^ \ IT ( S ) |} : 

iRE slf X 

= min {| J.[Vf f ^( X -^) J } 

_♦ 

因为 沒 是二分图中任一边都有一端点在 x 中/故沒的任意一 
个最小覆盖都可表示为 4 U 及(工一2)。根据定理 （？ 的 
最大对集的边数等于 
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\X\-m^i\S\^\N(S)\y 

S^X 

b ) 因为 丨■^- l ：^|-'所以沒的最大度」( GO <〜 即 f ? 的 
每一个结点，最多覆盖中 A 条边。因为仔中边数—1)% 
故 e 中至少需有 A 个结点才能埴盖 e 中全部边，即沒会有一个 
k 条边的对集。 
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第八章形式语言与自动机 

A 内容提要 


1串和语言 

串（行)和长度任意个符号组成的集合称为宇母表。字母表 

中的符号称为宇母。一般用大写英文宇母表汞宇母表，用小写英 

文字母表示字母。由字母表中有限个字母组成的序列称为串（行)， 

常用小写希腊字母表示。串《中所含字母的数目称为串的长度， 

记为 kU 长度为0的串称为空串，记为& 

«• 

F + 和 P 给定字母 表厂笛 卡儿积是 F 上 
所有长度为 A 的串组成的集合。 r 上所有非空串组成的集合记为 

即尸 = F 上所有串组成的集合记为即 P = 

^1 4 

其中 

串的连接给定字母表 F 上两个串《 = (^广如和 ^S = Ma 
… Ki 称串 电 如…6„为《与办的连接，记为芦或 ap 0 a 
称为前缀；当召夫入时， a 称为真前缀 ，泠称 为后缀；当《料时』 
称为真后缀。字符串的连接运算是可 舍合的 ，串。重复 A 次，记为 

h 

6)' BP 似 i>“*C0 o 

I 

串的逆串，它的逆为…，记为 V 。显然， 
(^ f )' = o>j ( ot 。 用当 ojta /时， 切称为回文。 

语言设 F 是一个有限宇母表，的任一子集称为 K 上的 
一 个语言，常用£表示， 显然 LQ 妒 ( TX 当 F = 0 时， r 上只 
有一个语言，称为空语言，记为级。 

语言的连接设4是两个语言， 将心中 每一个串后面 
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连接上 a 中的一个串，所有这神串 m 成的集合称为 A 和 匕 的连 
接，圮为或 u 〜即 

L^Ls = {^3 1 « E 

语言的逆设 Z 是一个语言， X 中每一个串之逆组成的语言 
称为 Z 的逆，记为即 


当工=1/时, i 称为镜象语言。 

尤 + 和厶*给定语言 A 用 = 表示 i ； 的次重复 

连接。当时，工°=』={入}。称1 + = 0以为厶时+闭包。称 

«> —1 

工 ( 为厶的舞闭包。显然， i * = Zv + LM 。 

* =0 

定理 8-1.1 代数系统 < r % 。>是独异点，其中空串九是幺 
元， \ a fi\ = !«1 + i 州。 

定理庄4.3设 r 是任意非空有限宇母表，代数系统<妒 
◊是 一个独异点，幺元是2=认}。 

定理 8-1.3 设次尽 C 和2> 是宇母表 厂上的 语言，那么 
有 

(a) AA = AA^A % . 

(b) 如果2^5, CfGD ， 那么 ACGBD ； 

( o ) A ( BIJO )^ ABUAO ^ 

( d ) CB [ JC 0 A =£ AUOA ; 

( e ) 

( f ) c & ncoKsino ^。 

定理 8-1.4 设 A 和召是 字母表 r 上的语言，那么有： 

(a) A n czA\ (n> 0 )； 

<b) Ad, (n>l )； ' 

(o) 

( d ) 

(©) ( A ^ S ^ CA ^ B 9 )} 


r »439 » 


( f ) 

(g) AA* = A*A = A^ 

00 = A*- y 

(i) (A*y = A*A M = A^ 

(j) ⑷、 (W = A 

(fe) 

G) (^*J5 # ) * = (^ U 5) * = U ^)*o 


2 形式文法 

形式文法一个形式文法是四元组设=0^, F r ， 尺 a ), 其 
中 Kw 是非终结符集,是终结符集, P 是生成式集, a 是开始符。 
V ^ CWt - 0 , < reV ^ P 中每一生成式蒗为 p 汉其中 a = 也 
/3 = < pa > if ^ A ^ Vif , q >, ^ 切是字母表 （ Fn UI ^ r ) 上的串。 

句型、派生给定形式文法沒， ( V ^ V T} P , a -). 集合 
( hUF ^ Or 中的符号串称为句型。如果芦是的一个生成式， 
a > = ^ P « f 及 Z — < p ^ ip } 称是的直接派生，记为*>==^21。如杲 

0 > 2 , **%叫是《个句型，且叫 !=^>a =^ … 心称叫 是的派 
生，记为 

形式语言给定形式文法沒尺 CT), 称由开始符 
C ■派生得到的所有终结符号串禮成的集合为由文法生成的彤 
式 语言聊 ，即 

四 类文法 

(A ) 对生成式炉无任何限止，即《可以是空串，称 
这类文法为0型文法或无限止文法，由0型文法产生的语言称为 
0型语言。 > 

(: B ) 要求生成式炉公中中 X的文法称为1型文法 
或上下文有关文法 e 由1型文法产生的语言称为1型语言。 

(0) 要求所有生成式形为切味 X的文法称为2型文法 
或上下文无关文法 c 由2型文法产生的语言称为2型语言。 
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( D ) 所 有生成式形为 2 —叫且 w 中至多含 有一个 非终结 
符,这类文法称为3型文法或正则文法，由正则 (3 型）文法产生的 
语言称为正则 (3 型)语言。生成式形为豈—或%其中牟 
■ SSa 日 Fr 的文法称为右线性文法。生成式形为4 ―此或 
%其中 Ber ^ a ^ V T 的文法称为左线性文法 0 
该四类文法(语言）的关系为 


3型 c :2 型 C 1 型 C 0 型。 

派生树对于2型文法和 .3 型文法可裙树来表眾派生过程， 
这种树称为派生树。 


用开始符 cr 标识树根，派生过程中的非终结符标识树的分枝 
点，终结符标识树叶。如果已有的派生树，如图 8-1 ( a ) 
所汞 。 接着使用生成式 务瓜 那么就用图 8-1( b ) 所示的 
子 树代替 标识为2的结点，得到新的派生树，如图 S - i ( o ) 所示。 
如果所有树叶的结点均以终结符标识，则该派生树就构造好了。 
例如形式文法 (？= ( FV , P , cr ), 其中 V s = { cr . A }, 


a 

A 



cc> 

m s-i 


图 S-2 
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)}, P； a -^ crA , < x ^ A ? ) 0 那么串 C ) 

(()) 的派生过裎为:， 

g-^<tA^>AA^ ( )A=^{ )(<?)#( ) (- 4 )^( ) {{)) 

派生树如图所示。 

3 有限抆态自动机 

激励和响应考察一台信号转换器I ,如图所示。假设 
M 仅在瞬间* = 1, 2,…时才工作。在时间 t ^ } 通过輪入信 

道对 M 输入信号<幻，它便产生输出信号 r(i), 称输入信号串 
⑵…办)为一个激励,所产生的输出符号串 r(iv(2)_-K*) 
称为I对于此澉励的响应。1 


sUU(f-l) … 5(1) fWf ■(卜 1) … H 妓 


♦♦S 

s 

♦ 

IX 


输 入信逋 

输出信邋 

、 」 



置初值 

m s -3 

状态转換函数/和输出函数 a 机器 Jf 在每一时刻应处于 
一个状态，当血接收到输入信号 s© 时,状态将从前一时刻 i-l 
时的状态 2(n) 转换为 现时袭 M 的状态 q ( t ) 

它称为状态转换函数。机器以还产生一输出 r ( t )^ 

它称为输出函数。这类机器只转向唯一确定的 
下一状态,且产生唯一确定的输出信号，称这类机器是确定型的。 

转换赋值有限自动机 (Mtelay 机） 一 台转换赋值有限自动 
机是六元组其中 Q 是状态的有限集合， 
汉是有限输入宇母表，丑是有限输出字母表，灼 （e© 是初态，力 
Q 乂 S ^ Q 是状态转换函数1 Q x S — R 是输出函数。 

状态®值有限自动机 (Moore 机） 一 台状态斌值有跟自动 
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机是六元组 M =( Q , S , R , f t k f qj ), 其中仏乓 /, 与转 
换赋值有限自动机的意义相同,是输出函数，它仅与状态 
有关而与输入 无关。^ 

状态表 状态表的^头列记入所有状态， 且 把&放在最上 
面，表头行记入所有输入字母。相应于狀态 ff 的行与相应于输入 
符号$的列的交错处，对于转换赋值有限自动机写上下一状态 

心和输出符号 r = 4。对于状态赋值有限自动机只 

写上下一状态而对应状态 g 的输出 Afe ) 放在该行 
的最右列处。这两种有限自动机的状态表分别如表 8- l ( a 乂 （ b ) 所 
示。 


表 8-1 

S ^ 



状态图 状态图是一有向图，每一结点表承一个状态，对于 

初态？/,用一个指向它的箭头来标明。每一有向弧指出从一个状 

态到另一个状态的转换，对于转换賦值有限自动机在有向弧上加 

以榇记 s / r ， 其中 s , r 分别表示相应的输入字母和输出字母。对 

于状态賦值有限自动机在有向弧上只加以标记输入字母\而将输 

出字母 r 放在相应状态所对应的结点内。他们的状态图分别如图 
84( a ), ( b ) 所示。 



4 两类自动机的转换 

状态的后继对于有限自动机屉 , 状态函数为 /: Q x 

如果称 〆 是 2 的卜后继，记为？二 〆 。如果输入串 

$⑴ 

o> 〜 s(l)s(2)h-s(*) 将从状态？转向状态即分 = 5 :⑼ 一 ^(1> 

s (^) . m 

— —… 一 ^ q { t ) 称〆是2的〜后继，记为 q ^ q % 并称 

ff(0)Wl)M2) …《(#)是6> 的可接受状态序列。对于状态函数/; 
QXS^Q 可推广为 /:Qx Q, 且有 /(?, ⑽） =/(/(g, 切)， 

岣。对于输出函数，两类有限自动机可统一记为0: 

且有 0( 办 o>a)=0(f(q Ij .o>) J a), 其中 0 >€ 占 ' 

两类有限自动机的相似对于状态賦值有限自动机见，和转 
换賦值有限自动机如果对每一激励，的响应恰等于见*的 
响应前面添加一确定的输出宇母，称 I• 和是相似的，该确定 
的输出宇母就是 3T* 中初态的的输出。 

定理 ®~4.1 对于有限状态机及 7 有 

f(q t ^)=/(/(^ o>), <p) 

0{q, axp) =0(f(q ? a>)^ <p) 

其中，？是 办的屮 - 后继，叫 

定理 K.3 对于每一台状态陚值机 Jf •，存 在一台相似的转 
换陚值机 Afk 反之，对于每一台转换赋值机也存在一台相似 
的状态陚值机 

r 

5有限状态机的筒化 

等价的有限自动机两台有限状态机 

⑹和馬= ( ‘心屯 A 0 心如果满足&- 
私 且对于任一非空激励叫有 Ot ( qi } cS ) = O a (^ o >) f 称与 
等价 ，圮为 

状态等价与狀态 A - 等价对于有限状态机邶仏义足 
/, ° ，的两个状态办和办,如 果将屉 中 初态公 分别换 为知和 


办所得的有限自动机 好,和 是等价 的， 称％与办等价，记为 
办〜办，显然对于任意 coSV 有0〔办， o >)=0( g tr co ) a 如果对于 
任意长度的激励《有0(知 ft >) -0(^5, &>)^称办和办是 ft 

等价，记为。显然，办〜办必有 qj^qk 

简化机给定有限状态机 ( Q , 义足乂 0,公)，如杲对 
于任意如，办 GQ ， 当办〜办时必有办=如称血是简化机。 

有限状态机 M 的简化对于任一有限状态机 Jf - ( Q , \ 

K /, 0, 釣)可以构造简化的有限状态机 ( Q \ S f f R \ f ? 

O f 3 A ), 使 M ^ M \ 其简化过程 如下： 

1) 根据输出函数构造状态集 Q 的划分再由定理 8^5.3 
构造划分巧，…，直至 P ft = P #： i ， 则由定理可知状' 
态集 Q 的等价划分 PtP ,。 

2) 构造与苋等价的简化机⑼， K 兄广0'，其 
中： 

a ) Q ' 中每一状态对应 Jf 状态集 Q 的划分 P 中每一等价 
类。 

b ) 以对应 P 中含有 Jf 的初态旮的等价类。 
o) 8^8% R^R\ 

d ) 为了找 JT 中状态 〆 的 s - 后继，先在 P 中找出对应 〆 的 
等价类，在此等价类中任取一状态 ff , 则包含 /(& 4状态的等价 
类就是 〆 的卜后继。 

e ) 对于转换賦值机，状态/的*转換输出就是对应 〆 的等， 
价类中任一状态的3转换输出。对于状态陚值机，状态 f 的输出 
就是对应/的等价类中任一状态的输出。 

定理 84.1' 给定有限状态机血= ( Q , &尽/, 0, 公) ，如 

果两个 状态办 〜办,那么对于任意激励叫有 /(‘ 一〜/(%公)。 
定理心 5.2 给定有限状态机 ( Q , 8, S ,/, 0,沿)，状 

态集 Q 上的等价失系~和^诱导出的划分分别记为 P 和 
么对于某一正整数允户=恳的充要条 件是巧 
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定埋 & I 3 给定有限状态机 if = ( Q ， 怂軋/, 0,的)，设 
知办 ea 那么的充要条件是？，旦对所有输入宇母 

I* 

* ，有/ (办， s ) 上 /( 〜3)， 

6有限状态机与正则语言 

有限状态接收器 一个五元组 ( Q , 8 } 5, /, F } 称为有 
限状态接收器。 其中： Q 是有限状态集； 况是有 限输入/宇母 集； 
是初 态集; FGQ 是终 态集; 8是 Qx 厶到 Q 的关系 \ 称为 if 

的转换关系。当 s ) 时，就有 g 4/。 

有限状态接收器一般是不确定的有限状态自动机，只有舀 I 
中只有一个状态且 S 是 QxS — Q 的函数时，它是确定的有限状态 
自动机。 ， 

如果存在公€/,使得对于输入字符串 w 有3(办， 

0 ;称^ 被況 接受，所有被见接受的输入字符串所组成的集合 
称为 I 可接受的语言，记为 L ( M) D 

对于有限状态接收器也可画出相应的状态图，其画法与有限 
状态自动机一祥，状态图中终态所对应的结点用双圈表示。 

定理 S _«. l 对每一台有限状态接收器 I ,可以构造一台确 
定的有限状态接收器 I '使得 M 的-^ ( M f ) a 

定理8~6.18设 G ^( F 〜 r r , P , (7) 是一个3型文法，则存 
在一台有限状态接收器 A A 使得1(盥）=1(69。 

. 定理 84.3 设 J /=( Q , A S ， A 歹）是一台有限状态接收 
器，则存在一个3型文法 ( V ^ V Tf P , tr ) 使 L (&) 釋 £( J 10。 

7 正则表达式 


正则表达式字母表 F 上正则表达式可以递归定 义为： 

(1) A 和0是正则表达式； 

(2) V 中每一字母是正则表达式； 

(3) 如果尼和馬是正则表迖式，那么(昆+及丄（及，馬；)和 


( i ^) # 也是正则表达式； 

( 4 ) 除此之外都不是正则表 迖式。 

每一正则表达式 Ji 可对应一个集合氧它称为正则集，其对 

应规则为： 

(1) M = k , -S — { X .} 

( 2 ) U = 0 y 5 = 0 ； 

( 3 ) R ^ a { a & V ), R = {ah 

( 4 ) ^ M — S % U Sa ； 

R * R^ f S =f S±S,^ 

iJ-(iii)% 龙 =( 及 : L)，o 

定理 B - 7 . 1 克利恩 ( S . 0 . Kleene ) 定理对于宇母表 F 上 
任一正则表达式及存在一台有限自动机 if , 使反 
之，对于输入字母表为 r 的有限自动机那么存在 r 上的正则 
表达式尽使 

定理8^_7.2 Pumping 定理令只是字母表 F 上的正则表 
达式，尨是一台简屯的有限自动机，1(吧=及它有抑个状态。如 
果及 中包含一个长的串，那么 S 就含有无限个不同的串。 
事实上，如果 | s |> ra , 则有3 =办3於，|^| >1,使得 S '= 

St ( s 2 )% £及其中 fc > l Q 、 

8 ' 图灵 （ Turing ) 机 

图灵机图灵机包括三个 部分： 一条两 端无跟 的带，一个读 
写头和一个控制器（内部存贮一个程序)，如图所示。 

( 1 ) 带上分成方格，每个方格可以写上一个符号，这些符号取 

p 



自有限字母表 {勿, h 如果方格未写上字母，表示这一 
格空白，用&(牵 2) 表示。 

(2) 读写头每个时刻对准一个方格，它可以读出带上的符号， 
擦去或改写带上的符号。读写头可以左移 ，右 移一格或保持不动， 
这些动作用和 A 表示。 

(3) 控制器在每个时刻处于一个状态，这些状态取自一个有 
限状态集 S % …，办 h 其中有一个状态称为初态。控制器 
根据当前读写头所扫瞄的符号及当前状态，裉据程序中的指令决 
定机器的动作。 

(4) 程序存放于控制器中，它是一系列指令，每条指令是五元 
组： 

a Sj a f f v, q) 

其中屯 ^ e q ；^ n 衫。它表示机器如果处 

于状态九读写头扫瞄的符号是％则图灵机转向状态 t 且将化符 
号改写为当时，表示抹去符号而)，由 W 决定读写头的动 
作，左移一格，右移一格或不动。 

图灵机的形象可用三元组 (CM j ) 来描述，是带上的宇（指 
带上非空白部分 ）4 是孛前状态， j 表示读写头的位置，这三元组 
称为图 灵机的格局，它可以直观地表示为 


其中和叫是非空白符号,％的左边，％的右边均 
为空白符号6,在字《的内郁可能含有空白符号读写头对准 
图灵机处于状态穿。 

有时指令的格式写成四元组% h g)， 其中仍， q ^ Q ， 
iSjS A\J {J} (J t 3 h }^ 这样 7 执行一条五元组的指 

令，可以同时改动带上的符号及移动读写头。而执行一条四元组 
的指令，或者改动带上的符号，或者移动读写头』两个动作不能同 
时一起执行这类自动机称为 jg 斯特 (Post) 机，可以 ffi 明图灵机 


与波斯特机等价。 


B 选题例解 

例题 8-1 已知仅 }, 是否有{ X }?如果 
不一定成立，请举例 3 

分析本题实质上属于集合运算范踌^>从第二章知遒，如果 
b-cua 则 — i >) u ( ort 刀乂当时，才有 

B - D 。 因此要求 { X }成立 ,必须有 
入砝』 + 。但…，要求 必须有 X 牵 A 。 
由此可知不一定有= 它的反例只要构造集合皋使 

入€2即可。 

解已知一仅}不一定成立。例如琅 
字母表 f = 令人， （5, 0' *-*} = { ff 1 j ^ O} J 则 # = 24=^ 
{ a ⑴同理， A S = A ^ = A ^ = ^ - = A , 

A + = AU A S U A^U A^\J = A 0 A ^ A ^ U { X } = A , A * - { X }= 

A-iKy- ia^^l}, 』 + 异 /—{ 人 } ，而有 4*—{A}d 。 

例睡 13 字母表 F 上回文有两种形式定义： 

(1) 设如果 = 称它为回文 0 

(2) 回文也可用递归形式 定义： 

( a ) 空串 X 是回文，7中字母 a 是面文； 

( b ) 如果厂是回文, aGF , 则⑽ ^是回文； 

( c ) 只有有限次运用 ( a ), ( b ) 所得7上串才是回文，其它均 
不是回文。 

证明这两个定义是等价的。 

分析定义 (1) 是从串 o 构造它的逆由是杏成立， 
决定 w 是否是 M 文。定义 (2) 是对 u 的长度进行归纳，因此证明 
可用数学归纳法以及 w = 叻，则即可。 

证明定义 (1) 今定义 (2): 

设似 € K ' 有 0>^=ixi f Q 
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当卜 0 时符合定义⑵的 ( a )。 

当卜卜 ] 时 , 符合定义〔 2) 的 (a )。 

设卜)|>2时， a> - a lt xa s , 其中 A, a^Q.V 7 a€V* f \a\ — 
]co\ —2^0 a 两为 即 iihotffla = aaa'ai， ai^a 3t a=^</, o： 基回 

文, o>= a ± mx f 符合定义⑶的 0?) 。 

定义 (2)4 定义 a): 

设 a 是由定义 (2) 所得之 r 上串，对 W 进行归纳。 

当 jco| =0时，£0 =入， Ct> ； = ^ = X =■ (» 0 
当 |c^| — 1 6>=<2£ V ? o> f =^=c^ ==a = o> Q 

设时，当 jco| =务+2时（无>2): <o=^a±cox^s t 
a 2 ev ? ^ev\ 因为故 似只能 由定义 (2) 的 （ b) 得 
3 \,^± = ^ |奶| =io 由归韵假设 ，吻 所以，<»’=(办05此）’— 
a±o}\a±=a±o>xa± — a> 0 

例画 8-3 设 F 是有限字母表， |Fj=7i 。 建立映射 

/ : V*—N 

其中 

/ C 九 ） 

f a>€F* 

/(0> 。 02) = 打 /(0>) +&(C£)j a£F 

l h r—i „ 是一个双射 
证明 i / 是双射函数，由此可知厂 # 是可列集。 

【 8- l.(S )】 

分析由于7上 + 串0是由字母连接而成，可将串按长度分 
组，再将自然数集合汉也适当分组，使两个集合的组与组之间一 

一对应，就可知道/是双射。为此，先要分析 /(a) 值的范围。公 

=nf(co) +A(a :) 中 h(a) g X nf X^h(a) ^n Q 令 £(>=< 

有 

-=?if (a** + ft (t*i,) 

■=^ a / -a tlc _ t ) + nh (a u ^) +A («*J 


证明由于 A 是 F 到氡 的双射，将 r 中字母次序适当调整, 
使得 K = …且 A(^t) 打)。令 

« ii 兩■•••%_鳥， 2 j -** 7 抑},有 

/(«) =/( 叫内 ,.‘‘^0 

=+# _ %( 兩 ,）+ …十 Tvft +A (^i,) 

+名3•抑+ — ， + i — 1 * 扣 +^B 

下面讨论 /(oO 值的分布。 

当|«卜 1 时， /( 而 ） =1, /0J =2, …， /( cO^n 

当时， 

f(atch) = 极 + 1 , / (a±a^) = 找 4 忑 ...， / (ai®„) = 炫+许 
/(daOi) -=2nH-l, f (a^) = 2 讯十 2, …， /(«a«0 =2n-hw 


/(^iO ^ (n—l}w+lj i)n+2j *** 5 

/(«4*i®rt) = ( 抑 — 十 

y(<Z^) = 拆 ,《« + 1 , f (<Z R aa) =«*W"h 2 > ■■% 

f (o a) =WIl 十饥 =(W 十 

当 M — *时』 

f (Oh 勿 .‘ ^^i) ^ + 托 * _5 + … +« +1 

jf * ■ fl5i<?a) = i 7i ft - 1 + i ?ii fc—s 十 *”+?i+2 


/( ai « a … OfiOi ) 篇一 3 十…十 2? i+l 

I 

/( Oia ! … aA ) 含十… +2 n+n 

/( 而 CVQ ^ Jl 〉 

= MW fcwl + T ^« fc _ S + … + Cl ，7 l + 2 
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= Tt(7t fc — 又 + ^-^ 十 … +»1 十 1) 

令^== + …+仲+1(»1)，由上面推导可知，当 

I 叫时, / O ) 值在馬与 V 馬之间，丑在氏与 m 仏之间每一 
正整数 Q ， 都有一个长度为 J 的串叫使 /( W = Q 。 令区间[氏， 
中的正整数组成的集合为则与长度为&的串 ⑺之间 
一一 ^ 对应。由于抑的下一正整数为抑•私+1二7 1 (#- 1 十 
…+你 +：0+ i =#+^ _1 + …+打+1=私 +；0 因此，正整数集合 J + 

可划分为集合 A , A , …之并， I ^ T ^ T . UTsU -% 其中 

TWT 广 0( i 羊 j ) 0 函数/实现了非空串集合与 I 之间的双 
射，再令 / a ) =1/实现了 1^到 if 之间的双射。汉是可列集， 
故是可列集^ 

例痤84构造产生正整数集的璲式文法。 

分析构造形式文法的关键在于构造生成式集 P , 而 P 的构 
造由该文法所产生的集合决定，为此首先要分析文法所产生的集 
合的特征。该题要求产生 I +, 我们知道每一正整数是由 m 
S , 4, 5, 6, 7 ? 8, 9共十个数字组成,最髙位不能为0,最髙位只有 
九种选择，其它各位都有十种可能。由开始符 a 开始，产生一位正 
整数应有生 成式： 2,…， a ^9 0 为了产生两位以上正 
整数必须有 < r -^2 A , 这些生成式，然后再由2 

派生下去。由于用了生成式2, 9) 后，最高位是 
之不是0,因此，对于盔应有生成式 A — U 及 AU = U 

U 。 

解产生正整数集1+的形式文法 

(W, A}, {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9>, P, <r) 

其中生成式集 P 为： 

«• 

<r—cr— ^3^ <t - > 4j, o"—5, a—>6 7 <r—>7^ o ■— >8j a - —>9^ 

<r—>1 <x—>2A^ a—>^A, cr^AA y <t—> 54, o - —>7-4^ 

o ■- o-—> 9A ? A-^OAy A-^IA^ A-^2A, A-^4A t 

A^bA ? A^>6A ? A-^IA 3 A-^BA f A-^9A^ A-H), A~^2^ 
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j 4 — >6^ -4 — >-8, 9。它是右线性文 

建议读者构造产生的左线性文法。 

例题 8-5 构造产生被5整除的自然数集的形式文法，并构 

造相应的有限自动机,画出状态图^ 

分析由整数算术运算可知，能被5整除的自然数，其末位必 

是0或5。注意到上述特征后，只要将例题84中的生成式略加 

修改，就可构造出所需的形式文法。该文法是正则文法，由此就可 

构造出接收相同语言的有限自动机。 

解一产生被6整除的自然数集的形式文法 
G~ B}, {0, 1, 2, 3, 4 7 5, 6, 7, 8, 9}, P t cr >, 

其中 P 为 r 

o ■->0, cr — >6， 万 — 0, 5―>5^ o - — a^3B f < j —> 4 足 

o' -^ >7JB t ct—^8J5j c - B - 足 
B ^ 2 B f B ^ B r £~> 7 B r 

9 B 0 

分析令接收被 5 整除的自然数集的有限自动机为 itf =( 兑 
乃，甴内容提要中6可知， Q , 叉 J 和 F 的构造较方便， 
主要在构造 Qx 况到 S 的关系5。而3的构造由文法中生成式决 
定。文法没的生成式形式可分为三类： 

(1) a — 0,应有 C 为附加的非终结符，在有 
限自动机中，它表汞终态。 

(2> cr — 5, C 7—5 及应有30, 5) ^ {C 3 B} 0 B—QB 及 

£—5, 万 —55 属于此类。 

(3) a—iB 2， •■' 9), 应有 SfcTj i ) ={对。 B-^iB 

属亍此类。 

解二接受被5整除的自然数的有限自动机为说6^ 
I， 巧，其中 

Q = { C 7, if, O} 

S - {0, 1 7 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9> 
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i-M 

F = {0} 

5 为： 

SO , 0) ^ {Oh 

5(0^ 5)=5(^ 0)-5(^ 5) - { B f 0} 

S ( g -, I ) — S ( o-j 2) ^ d { a t 3) =5(< r ，4) ^=5( cr ，6) =8(0^ 6) 

= d(a, 7) =5((j, 8) — 5(<7^ 9) =5 ( 足 1) ^ S(£, 2) 
= 3( B , 3) = b ( B , 4) =5(5, 6)-§(^ 7)=6( S , 

S ( B r 9) ^{ B } 

d(P, o) =8(c, l) -s(a, 2 )- 5 (a, s)«5(a, 4 ) = 5 (<7, 5) 

-S(G, 6) -d(C, 7) =8(0, 8) = 5 (G, 9) = 0 



图 8-6 

325 
+47 & 

~804 


if 的犾态图如图 84 
所示。 

例题构造一台 
有限自动机，它能执行两 
个十进制数的加法且能检 
验两个十进制数之和是否 
正确。 

分析两个十进制数 
相加，例如 33 B +479 — 

抝4,如果列成竖式，则为 


可以看到同一位的被加数，加数，和数刚好组成一个三维列向量, 


上述赋抓雜顧做舶量: 0 (7), (1)。每 
一个三维列向量的第三分量,、在正确执行加法肘，它就由第一分 


量,第二分量及低位来的进位所决定, 例如 ( 9 j 中第三分量4是由 
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第一分量 5, 第二分量9相加后舍去进位而得到。中第三分 

量0是由第一分量4第二分量7以及低位来的进忟1相加舍去 
进位而得到 b 这样，在有限自动机中，输入字母以三维列向量表 
示。由于每一分量都可取0, 1, 2,…，9中任一数字，总共10种, 

錄 A 料 Wiou(o), (0 , 0 ㈠ 广、 (°)。 

考虑有限自动机的状态，两位十进数字相加，可以不产生迸 
位，也可以产生进位 7 因此应该有两个状态 a 及 g 分别标志无迸 
位 〔即 进位0〕及有进位 (: 即进位1)。此外，在输入字母三维列釦量 
中，有些列向量的第三分量不是前两分量(有时要考虑进位）之和， 

/5\ /4\ 

例如2,1等，这说明执行加法过程中出错丁，因此，应苻状 

U/ \o/ 

态五表示运算出错。一里有了一位运算出错，以后都出错 D 
当被加数与加数位数不同时，在位数少的一个数左面添加 
使它们的位数相同 & 例如325+74291改为00迎5十74291。 

解用三维列 l(j 量表示输入字母，它的每一分量可取0, 1, 
2, …， 9中任一数宇，典1 沪个。 仏，分别表示无进位状态和有 
进位状态 ，五表 示出错状态。初始状态为 CW 

如果机器处于狀态 Go , 表示前一位加法无进位。当被加数位， 
加数位分别为 I 1时，和位为&且不产生进位，机器仍处于状态 

n 

< h 3 故有1等生 成式。 当被加数位，加数位分别为7,3时， 

\8； 

P \ 

和忸为0,产生进位，机器处于状态故有 3 等生成 

W 
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式 & 

如果机器处于状态 Oi , 表示前一位加法有进位。当被加数位， 
加数位分别为7,1时，和位为 K 包括进位 i ), 且不产生进位，机 

器处于状态故有 Oi — 等生成式。当被加数位，加数位 

分别为7, 3时，和位为： L (包栝进位 1), 产生进泣，机器处于状态 

0± } 故有3 j 等生成式。 

其它均为出错。 

该有限自动机所对应的生成 式为： 
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囝 8-7 表示有限自动机的状态图。 

求两个十进制数的和时，从低位到高位,根据列向量前两个分 
量，由状态 Q 出发沿着有向呱在状态 Q 与 A 之间转换，不能进 
入 X 。当所有列向量执行完后，如果机器处于状态0^那么这些 
有向弧上所标记的列向量的第三分量，从右到左组成了这两个十 
进制数之和。如果机器处于状态在该数字最左面还要添加数 
字1。例如求325+94291,将该求和式改写为00325 + 94291,有 

下列 转换： 




B 8-7 
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所以和为94616。又如求 10 S 2 5+ 9 4291, 转换为 : 





C ?! 


所以和为 104616. 

该有限自动机还可用于校验求和运算是否正确。例如有和式 
729+814 = 743,问该求和运算是否正确。我们将被加数，加数，和 

数从低位到位 S 成;三个列 |l j , (8> 然后从£7 0 & 

发，以上述三个列向*为输入，如果机器转向状态五，表承和式错 
误,否则和式是正确的。它的转 换为： 

ORB 

gM>cMo 0 H^ 

故而该和式是错误的。注意当被加数，加数，和数的位数不同时， 
要在位数少的数左面加上0,以使 这三数 的位数相同。例如验算 
79 -h 942 = 1021,改写为验算00794-0942 = 1021。它的转 涣为： 



最后处于状态运算正确。 

例题 8-7 证明对于任一右线性文法 GS 必存在等价的左线 
性文法％使 

分析由定理 8-6.2 可知，对于右线性文法^存在有限状态 
接收器礼使同样，对于有限状态接收器尨，存 
在左线性文法使 h { M ) 故而 L((?) ， L {( T )。 

观察一个例子。 例如有右线性文法見 O }, { a , 化 
P ? 其中 

P- cr—S— 6 
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它对应的状态图如图 8-8 所汞，其中 4 是附加字母。由 G 产生的 
任一宇是由 OT 出发至 i 结柬的有向路上各有向狐所标记的字母 
连接而成。如字它的派生过程为： 

o^bB^baB^baaB^baabO^bmiba 




图 s-s 图 8-^ 

考虑产生同样语畜的左线性文法。要派生宇派生该字 

I 

的各字母次序应该相反，即不是匕％ & 6, &而是％ \ %屯匕 
因此只要将图 S-8 中标记为 江和 湓的状态分别换为标记 i 和 o*， 
即初态与终态互换。再将各有向弧的方向倒向，即得与右线性文 
法产生相同悟言的左线性文法 G' 所对应的状态囫，该图如图 
8 - 9 所示。 

图8_ 9 所对应的左线性文法足 OK S}, 

<0,其中 

P f : <x—>Oa f o-^Bbj O^Bb } B-^b 

宇 MaM 的派生过 程为： 

u^Ga^Bh a=^Ba hc^Baaha^b aaba 

证明给定右线性文法如果在 g 中有、 
生成式列出中所有由 a 派生的生成式： 

cr^-axB^j … j “， s 

引进新的非终结符 乃（ 法将生成式 A ^ aa 替换为： 

rmt f JJ - D ~ … j D-^bf 
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这样得到与等价的右线性文法在分 t 中所有生成式的右边 
不会含有开始符^ 了，这样保证了沒 i 对应的状态图中不会有有向 
孤指向状态 h 、 

构造左线性文法 n p、<r), 其中 m 、 v r T ^ 
生成式集 p ' 的构造 如下： 

如果在右线性文法 6fi 中有生成式则在左线性文法 
0中构造生成式如果在中有生成式则在仏中 
构造生成式 CT — 如果在6^中有生成式则在以中枸 
造生成式这样所得到的左线性 文法沒 ^它的状态®恰好 
就是将右线性文法所对应的状态图中初态和终态互換，旦各有 
向孤倒向所得的图，因此 L ( G ^) =i(G ^ 而己有 L (&) = L(&^) f 
槪 L(G)=L(m o 

例题84构造一台有限自动机 ilf, 它有输入宇母 a 和办且 
只接受包含 aabb 作为子串的由 a 和6组成的串。 

分析构造有限自动机的关键在于确定它有几个状态以及各 
状态之间如何转换，有了这些就可画出状态图，于是一台有限自动 
机就完全确定了。本例中该有限自动机应有以下五个 状态： ffo— 
初态，仍-一输入串中最新字母为 h 办一输入串中最新两字母 
为恥， 办 ——输入串中最新三字母力⑽I办——输入串中最新四 
字母为当机器处于状态则输入串被接受，仏为终态 e 下 
面分析状态之间如何 转换： 

当见处于状态化如果输入七输入串 中含宥 子串七 M 转 
向状态仍。如果输入&,输入串中只有6,不含子串 a, Jtf 仍处于 

a b 

状态 $0。 所以， So—^lj So — 2。。 

当龙处于状态奶，如果输入1输入串中最新两字母为 
财转向状态办。如果瑜入6,输入串中最新宇母为6, Jlf 转向初 

a b 

态 ffo D 所以 dl — 办―办。 

当I处于状态办，如果输入 A 输入串中最新两宇母仍为 
M 仍处于状态办。如果输入纪输入最新三字母为 aab f M 转问 
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状 态妇。 所以，办13。 

当屉处于状态如果 输入〜 输入串中最新四宇母为伽化， 
由于及只接受含有子串伽66的串，因此这种输入串只能当作最 
新字母为 a 的串，财又返回状态的。如果输入\输入串中最新四 

宇母为 aabbj M 转向状态办。所以， 0 

当见处于状态如表示输入串中已含有子串 ⑽ bb , 所以以后 

A 

无论输入任一宇母，及处于状态妁，- q ^ q^c 

解接受输入串中包含似&6子串的有限自动机为 M ^ iQ t 
m F ), 其中 

Q—igo^ ff 3J ?a>i 

s^{a, bh 
^={^h 

s 转换关系如表 8-2 所示。 

有限自动机屉的状态图如图 8- 10所示。 


表衫 



固 8—10 


例题8~9证明正则集的补，两个正则集的并和交仍是正则 
集。 

分析从内容提要7中正则表达式与正则集的对应规则可 
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直接证明上述结论 & 我们现在通过有限自动机运用构造法来证明 


上述结论。 

设力2和场是正则集。由内容提要7中定理 8-7.1 可知必 
有有限&动机和使10/：0=私。现在的 
问题归纳为如何由和 la 出发构造有限自动机為和及 & , 
使 的丰卜集）， L (^N 3) ™= It ^ fl L C-^3) = -^1U -B20 

由集合运算的狄*摩根定律可知, iiiu 禺二瓦 rm, 所以只要证明 
正则集的补 、交仍 是正则集就可以了。 

证明给定正则集見』由 ICleene 定理可知，存在有限自动机 
S ,, 1 ^ A), 使 i(l：L)» 成。 

由于石(災 0 = A, 对于任一输入串。€馬，必有 ffjrSJi, 便 
、(弘位)眺_0。 由此可知，对于任一输入串沪 eSi 对于任 
意公 ez !, 必有&(叫炉〕即因此对 
于有限自动 机及广 （Qi 私』、 a , 仏 — a ) 就有 r (沁）=尾 ，由 
此可知，正则集的钋集是正则集。 

给定正则集迅和丑力由 Kleene 定理可知』存在有限自动机 
= (Qh 氏，‘ R) 和 私， d Sj 7 3j ,使 i 

^- Ba 0 

首先将 itf a 和的犄入宇母集 沁和仏 扩充力 A 即 

使得1^和血 3 有相同的输入字母集。构造 J/i-=(Q,U 
Sx \ JS 2j Si, I lt 其中/是不 在込中 的一个状态， Si 的定义 

如下： 


f Wh ^ q & Q ±, aes ^ s Xl 

siC^ 3i(i a), 当殳 eQh aeSh 

. W}, 当 ®€5MJ 馬。 

由 S; 定义可知.如果输入串中含有 不在私 而在私中的字母时, 
li 就进入状态〆。而 Mi —旦进入状态/后，就不再离开该状 
态了，这种状态/称为陷阱状态。如 果输入 串中只含有&中的 
字母，那么卫 i 中状态转换与 i/i 中状态转换相同，所以， i(li) 
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同样，可以将见 2 的输入宇母 f 也扩 充为氏 以后就认 
为与甭 3 有相同输入字母集 ， gjl S 1 = J s a = fi 0 

有了有限自动机龙: l 和构造有限自动机 ( Q，A s ， 
之其中 Q ， Q ： tXQ 々 J-JiXJh F-F^F,, 对于任一状态 
? a > GQ 及输入字母有5(<仏 办〉， — di(q lf a) x 
5 a ( q ^ ? a } 0 

显然对于任一输入串％要便 ^ s i ： (見)，必 须有 <似 ，❸ eh 
Xl ；^ 如 G 2 a 且 s «^ i 7 q 2 y f <») n 尸爹0。因为 

办 >，^) 扮）父衣 3(% ⑺) ， 即 (SiC^ o>) x <»)) n 

( f ± x f & ) ¥= 0 , Si ( gi ^ g >) n 尹 i 々0, 〜(办，&>) 因此， 

a >^ L { M 2 ) 3 a >^ Z ( M ^ r \ L ( M 2 ) 0 反之亦然，由此 
可知 L { N ) = L (： M ^) 正则集之交也是正则集。 

例题8~10设计一台有限自动机苽,它的输出是已经输入符 
号数目的模5数。 

分析由于输出是输入符号数目的模5数，它只与输入的符 
号数目有关，而与具体的输入符号元关，所以输入符号只要取一个 
« 就够了，即虚于模 5 数可为 1 2 , 3和 4 , 需要五个 

状态分别表示这些模5数。这些状态形成一个循环，每输入一个 
符号，符号数増加一个，其模5数按照上述循环转移， 

解该有限状态机为 ： fflj <[ Z ? {Oj 

1, 2, 3, 4}, /, h , q 0 ), 它的状态图如图 S - ll 所示，状态表如表 
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8-3 所示。 

例题考虑由三只双向开关控制的照明电路，如图 L ：12 



所示，将该电路的照明情况用存限 
自动机描述。 

分析每一开关有两种 状态: 
合上和断开,分别用 “ i ” 和“0”表示。 
三只开关可以组成 F ( S ) 种状态。有 
限自动机的输入表示开关: U 2, 3 
状态的转换,例如输入字母2,表示 
开关2转换状态，由合上转换为断 
开或由断开转换为合上.因此输入 


宇母表为 {1, 2, 3}。状态之间时转换可由输入决定 & 例如用状态 
么表示开关1,开关 2 ,开关 S 处于 “ O ' 用状态5表示开关1和2 
处于开关 3 处于叩。那么输入字母 3,状态由 A 转为戽其它 


依次类推。各状态的输出可有灯 i 亮或暗,分别用“1”和表示。 
由图心1 2 的电路可知，当开关1和3合上或开关1和2合上时, 

灯 i 亮,其它情况下，灯 石暗。 通常令三个开关处于断开时的状 
态作为初态。 

解该有限自动机需要八个状态，这八个状态与三个开关状 
态之间的对应关系如表心4 所示。 


表只 


描述图8^12所示电路照明情况的有限自动机为 if = ({ A f 
B , O , D , E , F , Q t H }, {1, 2, 3}, {0, 1}, /, ft , 0 状态表 

如表 S -6 所示，状态图如图 8-13 所示。为了简化起见，在图 8-13 
中用加以标记的无向弧代替带有相同标记的一对反 向的有 向弧。 


表料 













111 . 




m 





pps 


m 


圃 


換与输出完全一样就可以了。 

有限状态机的简化首先将输出相同的状态放在 
状态的划分然后白定理 8-5*3 构造状态的划分 
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亶到 P ft - P te+1 为止,此时状态集的等价划分就是 Pa 了 • 

解对有限状态机进行详细地讨论。 

由于 k ( Sa ) ^ h ( S ±) — ^(6" 4 ) =^ h ( S s ) 

h (^) =A(^) ~h(8^ ^h(S 7 )^0 
Po-USo, ^ ^ 〜}U 5 7 }} 

从图 8-： L 4( a ) 可知： 

/(、0) ^ f ( S 6r 0) -心他们在 位 0 , 、 4 私}中 i 
f ( s 0 , i ) - s 3j f cs 6f l ) ~ s TJ mn ^ is S/ s ^ s 6j 中； 

/( 〜 0) f { S u 0)- S 6j 他们在{知 中； 

/(^ 1) - s u /(^ 1) -知他 们在供 。，〜 4 爲 }中； 
只有&和凡的后继状态，私和&的后继状态属于的同一等 
价类中，所 以供) ，禺，久，5^要加细为 { 办，和{久氏}。 
/(、 0) ■化/(^ 0)- 心他们 在 { 心心、私} 中； 

/( 心 1) - So , /(心 1) -化他 们在偶>,禺，知&}中 ； 
f ( S S3 0) ^ /( 各 ， 0) ，心他们在{心知知 中； 

f (8 s , 1) - S 。，/(‘ 1) -化他 们在极心、化仏}中； 
只有私和艮的后继状态 ，私和 S 7 的后继状态在 P 。 的同一等价 
类屮，所以{心 知；^ 氏}要加细为 {&, 和{知 A }。 尸 P 

{{私，私 h {心艮 h {知^7». 

由于占0和私的后继状态在 巧的同 —等价类中；&和&的 
后继状态在 Pi 的同一等价类中；私和&的后继状态在 乃的同 
一等价类中；私和馬的后继状态在朽的同一等价类中，所以 
P 2= Pu 这样 ，状 态的等价划分结束， P - Px -{{ fi 0j {^ 

{^aj ^ e}j SV }}。 

令 io 表示 { A , S G >, ii 表示{心 h 表示 氏 L i 3 表 
示 { S Bj S r } G h ( to ) ^ h ( S 0 ) -1, Kh ) =1 3 A (^) ^ h ( S 2 ) - 

0 7 h ^ ts ) ^ h ( S ^) =0。 

状态转 换为： " 

/( 知 o ) =氏€{〜吼 f ( t 0r o )^ 

/(' l ) s T y , f ( t 0 , i )^ t 3 


/(^ 0) ^S 2 e{s^ 8 e }, 0)=( a 

/(^ i )= s ± e { s lt s , y t i )=^ 

同理 /(^j 0) f ( j ^， 1) ^ # o ； f (hy 0) = /(#bj l )—=^ 

的简化机的状态图如图 8-15( a ) 所示 D 

对于 有： 

Po-i{8 0j S\, 8 s } t {S, t S, t S 4> 8 Gj 8, f S 7 }} 

Pt = {{So,S s }, {^>, {S^ s 4 , S，}H S e }} 
^ p^=p 



< a ) Cb > 

图 8^15 


令 ro 表示{知 Sh 表示 n 表示 {S^ r a 

丧示{仏知 S«h 则的简化机 Jtfi 的状态图如图 S-15(b) 所 
示。 显然，若将状态心纟1, t 分别与状冻 ro, rij r，，『s 对应, 



则 Jfi 与 Jtfi 动作完全相同，故而 
见与馬等价。 

例睡 8-13 给定不确定的有 
限状态接收器观 , 其状态图如图 8^ 
所汞，试求接受相同语言的确定 
的有限状态接收器及。 


m 8-ie 分析由有限状恣接收器的定 

义可知，只有当初态仅有一个且 S 是 Qx 及到 Q 的函数时，即对 




每一状态及任一输入字母 ff 只有唯一的一个后继状 
态 〆 ， S ( Qj = 它才是确定的 o 对于不确定的有限状态机, 
从初态开始，观察它的后继状态 p 令办是初态，输入字 母为蝌 T 
叫•■%办。构造如的后继状态集， d ( g a? O !) ~ Qt , 5( 办 ，叫) 

其中仏&均是状态集 Q 的子集。再构造仏…，込 
的后继状态集， 

谷 (Qo « i )" u s ( g \ aj)^Q 

Q f ^ Q 9 

这样又得到一组 Q 的子集。再构造这些状态的各后继状态集，依 
此类推，直至不出现新的状态子集为止。由于 Q 的子集数为 
这里 IQI 表示 Q 的状态数，所以经有限步后，这个过程总会结束。 
然后，用新记号表示这些状态子集,就可构成等价的确定的有限状 
态接收器了。 

解由初态 So 出发， 

® a) = {Aj 心 }, S ({^o}j 6 ) = ^3} 

得到两个新子集么}和议 a }。 构造他们的后继状态集， 

哪 1』从 a ) US (亂 a )=0 U 0 = 0 

⑽， i)=5({>S 1 } J b) USa^}, b) 

=WU iS ,} = S ^} 

6) = 0 

得到三个新子集 0 7 馬}和{私>。构造他们的后继状态集， 

S ( 0 ^)= 0 , d ( 0 , £)-0 

S 肌 =S({^> 7 a) U3 ( 你 }, a) - {S^ 

H{S Sj 8 S }, b) =8( 脱， b) U5({S 3 }, b) - {S 3 } 

S ({ Si }, a )=0, 86) ^{&} 

得到一个新子集 { SJ 。 构造它的后继状态集， 

S (亂 a ) 一 0, S (亂 6) -似 
不再得到新子集了。这样共有七个 Q 的子集：0，{灿 
{&}， {8^}^ { S 3f { S ^ S 2 } ? 他们分别用 、 t ^ ~ U , ta 
和心 表示。由此可得与观等价的确定的有限状态接收器況』其 
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图 8-17 

状态图如图 8-17 所示，初态为 k 终态为 k 知和 

例题 &-14 给定正則文法 ({ cr . A , £>, { a t b} f P , a ), 
其中 P : 

( 1 ) cr^aA ； 

( 2 ) 

(3) B ^ bB ^ 

(4：) 

( 5 ) A-^aB } 

( 6 ) 

(7) 

⑻ B^b 0 

证明由 G 产生的语言 i ( SO 中任一串，其中宇母 o 的数目 为偁数 o 
导出接受相同语言的有限状态接收器 I 。 

分析判断形式文法0所生成的语肓是由分析生成式瓰结 
构着手。在该文法的生成式 中有下 述两个 特点: 

( i ) 由 (1) 和 (4) 式可知，使用这两条规则所产生的字中字母 
和2的个数增加 两个。 而使用其他生成式所产生的字中宇母 
和2的个数保持不变。 

( il ) 由 (&) 和 (7) 式可知，非终结符乂能转换为终结符 a c 由 
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切)和 (8) 式可知，非终结符 5 能转换力终结符6。由此可知，在派 
生过程中，字母 a 和4的个数或者不变或者增加两个，最后，非 
终结符4又必须转换为终结符七故中任一字中 a 的数0 
为偶数。 

由正则文法构造接受相同语言的有限状态接收器及可$ 
内容提要6中定理 8-6.2 的方法金行。 * 

证明设 i 是由 A 6组成的串且《的数目为偶数。.由生成式 
可知，使用任一条规则所产生的字与前^宇相比，或者《和 A 的 
数目之和不变，或者 a 和2的数目之和增加两个，因此由 a ■派生 
的字中 a 和4的数目之和为偶数。由非终结符2派生的生成式 
只有 (5), ( 6 ), (7) 三个式子，他们说明只有转换为 a 才能消失一 
个非终结符2。同样，由 (3), (4), ( S ) 三个式子可知非终结符£ 
为了不产生 A 只能转换为终结符6,因此该文法派生的任一由七 
b 组成的宇中 a 的数目为偶数, ^ L 0 

反之，对于 Z 中任一宇根 fea 中第一宇母是《还是&决 
定采用生成式 C 7— ^4或如果随后宇 母是％ 可用生成式 

如果随后字母是可用生成式么 — 或万― 
对任一字母的后一字母，也像上面的方法来确定所用的规则。 
对 W 的最后一个字母 j 如果是 a , 用 A -> a ； 如果是 L 用 傲 

综上所述 

考察一个例子的派生过 程为： 

(1) (5> (3> (4) (6) ( T ) 

u^aA=^aaB^aa bS^cta iaAj^aabab A^aai aba 

I 

构造接受的有限状态接收器 Jtf 。 

({a-. A, B, 0} f {a, bh S, {O}) 

其中 C 7 是一个附加状态，表示终态。 S 定义为： ， 

生成式 < x -^ aA t 对应8 ( a , a ) 。 {4} ; 

生成式 < r ^ bB , 对应 Ki &) = {Bh 
生成式^和 A —^ a 3 对应 5(4 处={足 


• 467 身 


生成式 A ~ ybA } 对应 d ( A f h } = 

生成式 B -^ aA 3 对应 d ( B , a ) — { J .}； 

生 成式五 — 和上 — 对应 5( B , b ) = { B r O }^ 1 
令8的 a )^ d ( 0 , 5) -0。 

逝 的状态图如图 8-18 所示。 

K 



例题 s ~ i 5 设 &}, 说明下 列各表 达式： ％忒％ 
aV -^ ba , ab 2 ( a - hb )% (以)*£(«+如*) ( a + W )* 都是正则表达式 € 

分析由内容提要7可知，正则表达式是以递归形式给出， 
对于简单的表达式可以直接观察 得到』 对于较复杂的表达式要按 
照正则表达式的递归定义分层次说明。 

解为了叙述方便起见，把正则表达式:的递归定义写在下面。 
宇母表 F 上正则表达式可以递归定 义为： 

(1) k 和0是正则表达式。 

(2) K 中每一字母是正则表达式。. 

⑻如果足和是正则表达式，那么 （ i ) ( Jfx + iJa ), ( ii ) 
(^•尨)和 ( m ) ( R ± y 也是正则表达式。 

(4) 除此之外都不是正则表达式。 

由 (2) 可知《是正则表达式 & 6是正则表达式。 

由⑶（: il ) 可知 V 是疋则表达式，由 （3) ( ii ) 可知 £ E &* 是正则 
表达式 D 


由 （2) 和 (3) ( ii ) 可知 k 是正则表达式，由 （3) ( i ) 可知 
是正则表达式。 

由 (2) 和 (3) (11) 可知是正则表达式，由 (2) 和 (3)( i ) 可知 
是正则表达式，由 (3)( iii ) 可知是正则表达式，再由 
(3) ( ii ) 可知 abHa ^ by 是正则表达式。 

由（ 2 )和 (3)( ii ): (也)可知 ( W )* 是正则表达式，由( 3 )(扭)， 
⑻和 ( i ) 可知 a+W 是正则表达式，由⑻（也)』 ㈤ ，⑴和 ( iii ) 
可知差正则表达式，由 (3)( ii ) 可知05)*&0+如*) ( a-h 
广是正则表达式。 

例题 8-16 对于正则表达式尽 S 和 r , 且久 牵&有 

a ) 的充要条件是 

b ) 的充要条件是丑 

分析丑 =* siJ + r 式和丑式可看作关于正则表达 
式 B 的方程,他们的充要条件可看成是这两个方程的解，这两条 
规则称为阿登 ( Arden ) 规则 。 

证明两个正则表达式相等有两种方法，一种运用正则表达式 
的基本运算得到;一种证明他们对应的正则集相等,而证明正则集 
的相等常用集合讼的外延性原理。 

证明 a ) 充分性 
Jt = S * T =( k ^ r8 - hS a -^ S s -^^)T 

-0 十 iO + s + s a 十… ）） r = o + jasr):r 

-XTS8*T = T^S(S W T) 一 T+SR=SR+T 

必要性将况 H + r 代入该等式右端中的 i ? 得： 

S=S(SR-hT) ^-T = S 2 R^- (ST 七 T 、 

再将代入上式右端中的況得 

十 r) + ( ST + T ) 

=svt 十 (s^r+sr+r) 

经 i 次将 R ^ SR -^ T 代入所得式的右端中的坟得到： 

R = nh (8 呀 +- (1) 

要证明 R ^ S ^ T , 只要证明他们对应的正则集相等就可以了， 
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即证明及因为 氕只辜证龙 — 

( i ) 对于任一 we 足设1如卜在 a ) 式中琅 
得 

R = WR + ( 卿 ++… +T) ( 2 ) 

由于 11 中任一串的长度至少为所以 

切丰 _ 

(S^-hS^T^—^rT ) -及呼 U 妒 - 1 尹 U … U 炉 
- 0§^ U U … IM ) 尹 

因此, 

( ii ) 对于任一 ,必有使切 

由 (2) 式得到他们对应的正则集相等， 

M=§ i+ 1 M U^U ❽_， U … U 炉 
因此 , B*T^U 0 

由此可知 ，及 ■否中， B ^ S 9 T 0 
b ) 可类似证明，建议由读者自己完成 & 

例睡 8-17 给定正则表达式 i ^ CtrioWo % 构造一台有限 
自动机軋使 i (血） 



a 
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Xc ^ 

图 8-19 


， 分析内容提要7中克利恩定理说明对于任 >正则表达式 
B , 必有有限自动机见，使血接受的语言 i ( Af ) 为丑所对应的正 
则集。由 i ? 构造见，它的方法是由分解 S 而得到。根据月的结 
构，我们可按图 8.19( a ), 0>)，0>)三种方式使正则表达式逐步简 
化，直至一个宇母为止，此时状态图中可能存在一些状态，他们之 
间经空串1就能转换，这种转换称为 X - 转换^将这些 1- 转换消去， 
就得到接受3的有限自动机的状态图。 

解 有限自动机双的状态图的构造过程如图&20所示。其 

中图 8-20( a ), (1)乂 «⑷表示分解过程，图 8-20« ( f )，（ g > 

% 



图 





表示消去 X - 转换过程。 

例® »~18 (:加法机）给定图灵机 Jf ， 带宇母表2 = {1}, 状 
态集 Q ={ 幻，？办},办为初态，程序为： 

(1) q^lrqv, 

⑵ giblrg 站 ^ 

■ 

(3) 纪 3 11咖 

⑷ q % lblq, s 

(5) g Q lbhq r% 

( 6 ) gAbhq 私。 

证明该图灵机执行加法运算。 


分析图灵机#的带字母表2中只有一个字母1,任一数宇 
&是以$个1表示』臂如数宇5表示为11111。要实现两个数宇 
龙与沒 之和庄+沁图灵机的输入，即带的初态为… W …161…1&…, 


% 


中间的空白符号&用来将 a 个1和3/个1 隔开。要泶图灵机财 
停机时,带上符号，即输出为… M ……16…，这样图灵机盥就执行 


" T 加法运算。 




由于输入为… &1 …161…1&… ，输出 为…61…16 …， 由此可以 




想到，只要囝灵机 3 f 能将输入中的一个中间6改写为1，且将最 
右端的1改写为6,然后停机，这样就将 ® 个1和 p 个1连接在一 
起了，执行了加法。 

下面分析指令的功能。指令 (1) 在于将读写头向右移动，直至 
遇到 fc 为止。指令 (2) 在于将分隔两个数字的6改写为1。指令 
(3) 也在于将读写头右移，直至遇到6为止。它与指令 (1) 的不同 
处在于指令 (1) 便读写头琿过第一个数，指令 (3) 使读写头通迓第 
二个数。指令 (4) 使读写头改变方向。指令 (6) 便输入中最右的1 
改写为 L 完成加法。指令 (6) 保证停机。 

证明设图灵机 尨的输 入为… &1 … 1&1...1&，*., 初态为％且 

V 
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读写头扫描符号是带上最左面的 1, 那么整个计算过程 如下， 

iqi 

_1611 … 

* 2； 

… &11 … 1&11 … 

=> . 

1^1 

P 

^1 

… fell * * ♦1古 ( 11“ *116"* 

…611 … 11:.1 … 116 -.- 

i 3 a 

与…&」•丄 ♦ ♦ 4 1111 P -*116 … 

* 今… . 

号… &11-"111 UJ 6… 

Wa 

^=^■■-511 …1111 … li&"- ， 

i<h 

… &11. ■， U 6 … 

* 1111 * ■ *166 

*i — ~* 

(* 切） 

由上述过程可知,运算结果不仅与输入有关，而且还与读写头 
初始扫描的符号有关。如果读写头初始扫描的符号是带上最左端 
的1的左邻&处，即初始格局为： 

l«i 

… &1 … lil … 1&* •• 

1 ^^ p 1 ^^^ f 

® y 

那么输 出为： 

•Jr 夺3 

• is *，， 

■ J ^j t 


不能执行加法 
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例睡 L 19( 拷贝机）要求设计一台图見机，它将初始带上某 
—段的符号拷贝到带的指定位置上。这种图灵机称为拷贝机。 

分析我们将初始带上要拷贝的那一段的左 邻标记 上符号 
U , 在指定的拷贝位置的左邻标记上捋号 V 。要求读写头开始时 
对准符号 U , 结束时读写头仍在符号 U 处。如果初始带为： 

… b UimbimU bbbbll … 

那么结束时带为； 

当然这里要求 V 的右边有足够的空白格，以保证能容纳被拷贝段。 

如果希望设计一台图灵机能记忆住被拷贝段中1的数目，然 
后再如数拷贝到 V 的右端，显然这是不可行的。因为要记忆住1 
的数目必须依靠状态的转换,有多少个1就要多少个状态,被拷贝 
段中1的数目是无界的,而图灵机中状态数是有限的，这是一对无 
法解决的矛盾。 ^ 

我们的设想是将被拷贝段中的1 一个一个拷识。方法 如下： 

(1) 将被拷贝段中第一个1改写为符号况。 

(2) 读写头右移到符号 V 的右面第一个空格写下1。 

(3) 读写头转回左边,直到遇到符号 S 再右移一格。 

(4) 如果该格是1,改写为符号&返回(2)。 

如果该格是空格,将读写头左移，且将 S 改写为 L 直至 
遇到符号 U 停机。 

解拷贝机血有带宇母表乂 = {11， V , 1, S } f 状态集 
％办， g % 办 L 办为初态 c 程 序为： 

Cl) ^ U U rq A 

( 2 ) g s lSrgr, 

(3) q 2 bblq ^ 

(4) ^ llr ^ a ； 

(5) qjjbrq ^ 

⑹办 V V^s 


(7) ^ bll qs , ^ 

(8) , ^ 4 llr-^t 

⑻ qj ) Uq ^ - 

(10) 办 V V 如 

(11) g 4 J ^ 5 ； 

02) q ^ Srq ^ 

(13) 

⑽办 uu ㈣。. 

分析这些指令的功能。指令 （1), (2) 为拷災怍准备，将被拷 
贝符号改写为汉。指令⑷， （5) 和 (6) 右移读写头。指令(7)， （8) 
在规定位置上拷调符号。指令 (9), (10), (11) 和 （12) 左移读写 

头，为下一次拷贝或停机作淮备。指令(3)， （13) 恢复被拷贝的符 
号。指令 (14) 停机。 

现在将初始 带为： 

… U ： 111J6 ： L111& …5 V56 砧 lh- 

的拷贝过程描述 如下： 

i Qfi 

… u …石 

4 …… & V 6&6&11 … 

4 … UJSll&M.1116■_■6V 砧 &&l ： l… 

O … U Sllbbllllb … b\ f bbbbll … 

兮 … u StlbblUlb^"bNbhllAl … 

^ . 


i 

今 … u 幻 … &v 砧 wii“ 

• i * <?4 

…… &V 砧 jftll … 

a … u s：u … & \y 1&6&U … 
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^ 45 

号 … US116Sl ： tll& … &VW65U … 

I 夺 3 

与 … (J SSibbmib •” b\/ IbbbXX ••癱 




i 95 


^" Ussnbiiiib ^ bythbbii - 

4^ 9*4 
iQi 

马 … U5WU&1111& … &V1&W11- 

iQfi 

畤 … (J 6 ^ 16 SU ： L 1 &”_&v 116 & 11 . 




Ws 

4 … IJjSSlUUllb—bVll 恥 il " 

4 … USSlbbllllb.”b\/Ubbll" 

I 

4 … U 8 SSl > bllllb - Mb \/ llhbll " 




_ iqs 

兮 …… 6VU&&11 … 

马 … u S^s&6111i6 … 6 v 1 lWil … 


. 


{^4 


_•♦• U SSSbbllllb- 〃 b\/ llbbll*M 
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例腥 8-30 证明集合 Q = 不是正则集 。 

兮析由 Kieene 定理可知,如果 Q 是正 则集、 那么存在一台 
有限 A 态接收器％使由于血只有有限个状'态，而 
Q 中有无限个串，长度没有上界,再由 Q 中串的形式可导出矛盾。 

证明用反证法。如果 Q={Of 卜>1)是正则集，由 Kleene 
定理可知，存在一台有限状态接收器财，使 Z(Jtf)=Q 。 设财的 
状态数为 A。 我们选择一个数 m , 使串0>=0^1_€仏 

设状态 ？ ⑴，？〈'••+, ff (Ew+1) 是 I 以 oi-On™ 为输入 
的状态转换序列，即 ff (1) 鸟 g (a> 与……与 ff CSm+1> Q 因为 2 m - hl > 
t Jtf 只有 A 个不同状态，因此在状态序列 …， ■^中 
必有 f kg' 1<6<^<2讯+ 1。 + 这祥在似中，第 < 个符号到第 
个符号将有限白动机见从状态 W 返回状态 f \设0中第 
名 个符号到第 j 一丄 个符号组成串叫，则 w =^ o > iwato & 。 由 
于叫使 龙从状态 ，返 回状态故而…也使 il / 从状 
态分 的返回状态因此串 £0 lCt>2O>B (2^*1) 也被 Jf 接受 ， 

eQo 

如果 o > 3 =作 01) # 则此 o ^> a 丄在 Q 。 

如 果切广 1*(01), 则 ^ a > 3 =< ri m +# $ Q 0 
如果叫=泸1“(匕 则 <0^1^ = ^ Q a 

因此, Q 不是正则集。 

I 

♦ 

C 习题与解 

fi 设 &,呔求 f^-i,i] 

解 V~{a } b f c} 
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V 9 = {m, ah ， ac } ha^ bb > be, ca > cb y cc} 

V s ={aaa, aab ， aac^ aba 7 abb, abc ? aca y acb f ace, 
baa > hcirb^ iac 3 bb<i y bbb, bbc^ hca^ bcb ， bcc ， 
caa^ cab > coc, cba, abb, ebe^ cca^ ccb^ccc} 

8 - 2 设 r = {0, 试问二进制的 5 和 14 在什么集 合中？ 

解因为 r 中每一元素长度为 l , r a 中每个元素长度为2, 
—般中每个元素长度为 ft 。 5的二进制为101, 14的二进制为 
111.0。如果在二进制数前面不能添加0,则|101)=3, (11101=1, 
故而 ioier 3 , liioer 4 。 

8-3 给出有限宇母表求 | F fc l 。 【8-1.2】 

解因为 F s =rxrx …>^，1^是宇母表 r 上所有长度为 

^ ■■, .. ■ 〆 

k 

A 的串组成的集合 ，如杲 F 有讯个字母」则 \ V ^\ = \ V\ te 


8-4 已却 F = 6} 上语言 ba 3 aba} r L 2 = {ba, 

bb }。 求 XiUia , D L^ } £ a , ii 0 

解 ba, bb, aba} 

n = 

J^oLpiba, bb, baba ， babb 9 ababa, ababb} 

14 = {baba f babb, bbha, bbbb} 

L% — {babaha f bababb, babbba 】 babbbh, 
bbbaba 3 bbbabb, bbbbba^ bbbbbb} 

£ 卜 { A ，（ j&j a At ®} 

M 举一例子说明字母表 F 上语言匕，二， 為不 等式成 

立： 

(in n D — n Ls^s 

如果7是_单字母组成，这种成立不等号的语言厶， 為找得 
到吗？ 

解令 r ={ o , 1}, ^={0,11} 

■^a ^ H}j ■^3 = {0， 10} 
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那么 (L^ f)L,){110, 1110} 

L ± L 3 =- {00, 010, 110, 1110} 

LJ ^ - {010, 0110^ 110, 1110} 

^ n - { oio , no , mo } 

故 （ii n a3 

由定理 8-1.3 可知， 

( J^i n ^ a ) ^ 

要隶等号不成立，即找一个串％ w e n 心厶,但 0 牟 n A ) 

L 。 因为 r 仅含一个字母，设 F = { a：K o >^ aa - a { h > l ) f o > GUL s , 

s *y * 

Je 

即有 


o> = a--a a … a) iiH-ji = ^ a … aSiL 、 


同理 


h h it ji 

o > € L2 oy — tjb … ( L ) ^ 

l • m m 


息 * € L ^， { z *** o ^ 

'~ 、 ， V _.■■• 

*a h 

因为 to 牵 （ iiinDAj, 故只要 ii= {a^^a}-, ia= 

h 

知…硌就可以了。由此可知，当 r 只有一个字母时，仍有可能成 


立 


, (£i n -^ a ) -^3 ^ n 

例如 L ± ^={a}^ L £ = {aa}^ L s = {a } aa} 

则 （Ai n ia) a = 0 j iii。n { 讲秘 } 

♦ 

4 

(Zi n l s ) i 3 ^ LxL s n 

8-6 简化下列式子 

a ) A 0^； ， 

b ) A *0% 
o ) A ^ U 0% 

d ) (0 UW ; 

e ) 0 LU )% 【8-1. (4)】 
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解 a) A 0^ = A { A \}0\10 2 \)—)^AA = A C 

b) A *0* = A * A = { AljAMA ^ yj -^ A ^ AA ^ A ^ 
o) A ^ U 0* = A^U K = A \ 

d) (0\JAY^A\ 

e) /(A(A*A*) * = (AA*) * - ( A m )* - A* a 

8-7 设 r 是字母表， i 是 F 上的一个语言。定义上的一 

个关 系〜:卢当 且仅当对所有 ojj 史 €F" '有 

(tocap^. L) ^ (o>^<p £ > 

证明〜是一个等价关系。 【8-1， (5)1 

证明 自反; 对 F 上 任一串显然有 a 〜《。 

对称：设 F 上串七芦右 a 〜扎由定义可知，对任意叫 

( o ^ X(p € i) 

即 GKx^Si 与同真假，因此, i6 〜 a。 

传 递：设 F 上串 os, 泠和7有 從〜& 邵对任意串 a 和 
q >, JO 与 o ^ tp ^. L 同真假 , [与 L 同真假 ， 故而 

油呼 6 i 与 o > yg >^ L 同真假，这〜7。 

综上所 述，〜 是等价关系。 

ft ~8 设未尽 a 和 D 是 F 上任意语言，那么有 

a) A A =»= AA — A* 

• b) (B\JO)A^BA\JOA h 
o) A { BnCf )^ ABf \ AO ； 

d) (Bf]0)A£BAn0A a • 【 8—1. (6 )】 

证明 a) AA ={ oX \ a ^ = AA — { Xa \ a ^ 

= {«]aS A }^ A 0 

b) 因为所以儿同理 C04Q(2?U 

C) A 所以，_82 (B U ⑺尤 

任取 we OffUCO 韦 0>— a 芦， a € B \ JO ? ^ A 0 当 aSi? 
时，有 a«ec 时，有 a >€ OA } 所以， ( BUO ) 
SA\J OA 9 
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综上所述， (B\JO)A = BAUOA 0 

o) 因为丑 nC ^ 見 AiBCiO^^AB^BnO^O, A(Bf]0)c ： 
ac 0 所以 ，盔 （ sncoei 召 fl4£7 。 

误 A = {c s cb}, B-={ba} t 0 = {a} V = {a t b f c } 上的三个 
语言。忍 0(^ = 0^ ft t?) = 0 。而 AB = {c&ttj cbba} f AG — 

{ca f cba}, AB f] AO = {cba} a 所以， cz 』 召 rUG 。 上式 
不能成立等号。 

3) 与 0) 类似。 

8-9 设 A ={ X , OK 列出下列集合的所有元氣 

a) b) S 3 ； o) 2S; d) e) V 。 【 8- 1.(7 )】 

解 a) A^={X ? 0, 00> o 

b) 及 - ={000, 001, 010, Oil, 100, 101 ， 110, 111} 0 
o) ^^{0, 1, 00, 01} o 

d) 0} fj0, 00}U {X ? 0, 00, 
O00}U- = {K 0, 00, 000 4 一 } = { 少 | 為 >0 }。 

e) S*^{O r 1} 、 2U 及 U 炉 U …- {MLHO, 1}U{00, 01, 

10, 11} U - — fife [^：>0 J a f G {0^ l} f 1«衫。兒是由空 

串及所有二进制串组成的集合。 

8-10 设 i 是宇母表 F 上的语言。证明 

a) ' 其中 ' ^>0 ； 

b) (I/ 1 )"-!/"% 其中 ' n>0 o 【 8-1 .⑻】 

证明 a) 当％抑中有一为零时 = 次上式显然成立。 

当怖 7 时，对任一 0^2/"1 '有冷 € 公。 

故而 

I 

>s=#k 心 ei(i 分扣） 

反之，对任一 7i€ L ? 

抑。令 》= 717^... ^-7m + iy m +2—y m+n , aCL m , ^Lr, g>^ 

L m L% L™ +ll dAL' 因此 ， = 
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b ) 当抑 3 你中有一为零时 J = 当 m , 財, 
由得： 

(L m ) n = L m L m L m -^L m = i™ … 

， ■_ 一 ~v* - ' 1 - v—^ 

% (n —2 〉 

= L 2m L m -*L m ^L 5m L m ^-L m ^-^ 

L I ■ ■ ， ■ - - ■ - ^ 

a — 2 (n,—3) 

8- u 写出字母表 f^={a 上串的所有前缀，后 

缀,真前缀，真后缀。 . 

解串 oi = aahcb 的前綴力 <c， ⑽， aab y aabc f aabeb。 后缀为 

> _ _ 

6j cb 3 bcb，abcb^ aabcb Q 真前缀为 tc: 取 i, <mb ? aalo 0 真后缀为 

b f cbj bcbj abcb 0 

8-12 任意给定有限字母表证明 

a) ;r 是可列集 ； 

b) r 上任一语言 i 是有限集或可列集； 

s 

0) V 上所有语言组成的集合是不可列集。 

证明 a ) 设久}, r 門 = 是 

有限集。1^是可列个有限集之并， P 是可列集。 

b ) 工是广的子集，广是可列集， 石是有 限集或可列集 ^ 
e) F 上所有语言组成的集合就是妒(广)，因为尸是可列 
集，妒 (r # ) 是不可列集。 I 

»-13 证明： 如果 A 孕 0, 那么/ —2 。 反之成立 

吗？ [8-1, (9)) 

证明 A S = A, A^A 2 A=AA = A, 一 般有』 。 

再证用反证法，如果，令2中长度最小的串为 
<*>j \o>\ =必>0。因为2 = co€ €0 = ^0> 2 , o> 1? 

人由于&>是 2 中长:度最小的串， 1 叫|>夂 \o>2\>i, |o)| = |wi| 
十I>2夂矛盾，因此八 gi。 

= jLM 3 U 〜 = A LM = 八 = Z 

反之 > 如果』 孕 0, T = A 也可推得乂因为 
A^ = A^ 久 QA, X€ 义。 一 方面， A^Ah^AA = A\ 另一方面， 
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A ^ A * = A : 因此， / = 

如果 2=0 ，显然有 j = # = 但 
8-14 设乂是 F 上的语言，那么有 

a ) AA^A*A = A^ 

b) (A*y-A # A*-A% 

0 ) ⑷ + = 4 

d) A*A^^A + A* = A^ :. 

e) (A*B* Y^(A^UBTo [8-1 ■(_ 

证明 a) AA^^AolJA^QA^^CjA^A^^ 同理有 

4=0 i^O #，1 

A*A = A + a 
b ) 先证 

A*A^ =^U 土]'故 A^A*A\ 

另一方面，对任一《£土义•，有《=泠 7 , y € A \ 因为 

A * = [ JA} m 有泠 e 7 e 饥， %> 0 a a = By ^ A m + ^ A \ 

i =0 

A*A^A% 

由上可知， A^A^A* 

再证 （ 4*)* 二乂、 

因为（乂 = (#) 3 =(#)\ 1 * = 乂 *，= 4 % 可推 

(A*y- u (A*y = u a^a* 

fc=**l fc =*3 •* 

( 乂 ，）*= 八 u (A*y=A UA^-=A^ 

o) 因为另一方面，广 -a' 因此， 
⑷ +=，。 

因为 = A ^ A^ f A ^( A ^)\ 因此 a +)， 

d ) 因为 A 匚乂' A ^= AA + ^ AM + 0 另一方面，任取 
A*A^ 3 a^/3 7 , A\ yeA + f m>0, 7 eA n f n>l f 
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由上可知 

同理可证 A + A^A + 

e ) 先证 W 。 

因为 A*- A\\ Q A^BT, B* ^ A*B\ A*[j^ c A^B\ 

因为 B*dUS% A*B ¥ ^ (Ji*U5*) a S 

( a * u 5*)*, 所以 c ^*^)((4* uB^yy^ { a *uB*y 0 
由此可知， {A*B^ # = (A K u B^) * 

8 - 15 证明：如果 i 是镜象语言，那么, i / 也是镜象语言 & 

【 8 - 1 . (11)i 

证明 i 是镜象语言， L^L r 0 因为所以， 

㈣， 1/是镜象语言。 

8-16 给定语言 A 令 £ = 如果 i 是镜象语言,£必 

是镜象语言吗？反之，如果艺是镜象语言， i 必是镜象语言 
吗？ 【 8-1.CL2 )】 

证明 L^Lf\L r ^L(\L^L } t MM 

象语言。 

反之 ，■& 是镜象语言， i 不一定是镜象语 " W 。 例如， ^ = {0, 
01 }， U = {0, 10>, X 是镜象语言， L+L、L 不 

是镜象语言。 ； 

8-17 设文法 G 具有下列生成 规则； 

a) o-^aAy A^BA f B—^b^ 

b ) < r -^ aAB f BA — BbA ， A -^- bB s B — b ; 

o ) BAB-^BB, a-^c 3 B—^AS ? A-^a f 

B —6 &i 

d ) A -^ aB ^ B -^ bA ^ cr -^ bA ^ A -^ a r B —>6； 

_ 

e ) o * — >^€b t JL — >Mb } - S —― >(ih 7 丑 — 

试问文法 G 分别属于哪一型？ 

解 a ) 每一生成式形为4—叫左边只有一个非终结符，该 
文法属2 里文法 9 
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b ) 每一生成式形为？其中该文法 属1 型 
文法。 

c ) 生成式是一条缩减规则，该文法属0型文法。 
cO 每一生成式形为 _D—d 五或 i>— 义该 文法属3型文法 7 是 

右线性文法。 

e ) 每一生成式形为或该文法属3型文法，是 
左线性文法。 

8-18 给定前后文无关文法它有下列生 成式： 

a~^aBA } B^Aba, A-^-bA 7 A—>o 

求串 mbabo 的派生过程,画出派生树。 

解串 <£ cbabc 的派生过程为 t 
<x^- aBA=^aA baA~^ acbaA 
=^ zcbabA^acbabc 
浓生树如图& -21 所示。 

8-ia 给定文法<?七（忙,盜}， 

{0, 1}乂 CT), 其中 

P: tr—^OcTj tr—>0j 

A .-^> 0 A , ? A-^lctj Ar ~> l 0 

描述 i(G), 写出 00101 的派生过程并画出派生树。【8-2, (1)】 
解考察 P 中所有生成式，在这些生成式的两边或者所含宇 

母1和4的数目相同，或者字母1和 i 
的数@右边比左边多两个。所以，由 <7 
派生的字符串中1和2的数目为偶数。 
由生成式 A— 1可知，非终结符4最终 
被终结符1代替，因此， L ( Q ) 中任意串 
必含偶数个1,而0的数目可任意^ 
00101的派生过程为： 

cn=^0a ■ 马 00(7=^001 JL 

^ Q 010 A =^00101 
它的派生树如图 8- 22所示。 






^20 考察下列文法 

{ 0 } ? P lf < r ) 


其中 


及 


Pit (7—^£7t7, CT— 

{ e >, P 3j < t ) 


其中 P 2: <7— cr — creo ^ a—>c 

a ) 描述 2); 

b ) 对每一语言，给出一个长度为 5 的终结符串的派生，并构 

造派生树。 【8-2 •⑶】 

解 a ) i(Gy =_£(仏）#{叫仲>0}。 
b ) 长:度为5的终结符串为⑶ m ;。 

文法6^的派生过程为： 

a=^<7u^a<ra^au <T<r^a m ao r ao m ^G<r<ra m a , 
^CG<nTO^OCC(JO^CCCe<J^CGCCC ^ 

文法的派生过 程为： 
a^aca^ac<rGa^ccaGa^ceec<T^GC€oe 


他们的派生树分别如图 8-23( a ) 和 ( b ) 所示。 




⑷ cb > 

图 8-23 

8-21 给定文法 P , < x) f V ^ = {^ } C} t 

F .- K &, c }, 生成式集 P ; 

〆 
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( 1 ) (r—>ao-BO； 

(2) < j ^ QsHO \ (3) ( JB - (4) aJ ? - > Qfb % 

(5) (6) IC ^ lc ^ (7) 

证明： a ) < r 為判断它属于哪一型文法。 

b ) 串是中仅有的终结符串，由此可知 
i (£?) t 8^.(3)] 

证明 a ) a^aaBO (用生成式 (1〕） 

^ aa<rBCBO (用生成式 (1)) 

^4 . 


^a^criBCy-^ 

=^( f ( BG) n 

•m 

. 


(用生成式 CO) 
(用生成式 (2)) 
(用生成式 (3)) 


^ aTB ^ 

^ . 

^6 VO "-， 

^. 

^arb n <r 


(用生成式 (3)) 
(用生成式 (4)) 
(用生成式 (5)) 

(用生成式 (5)) 
(用生成式(6)> 
(用生成式 (7)) 

(用生成式⑺) 


该文法的生成式中只有 — 50不属于 < pA ^ 形式 D 


但是我们引进新的非终结符和見令 ％ = {o ■，足 0,1), _ B} q 
将生成式 OB—SO 改为： OB -^ DB , DB — DE f DE — BS , BE — 

BO , 那么，这些生成式都属于形式了，所以文法©是 


上下文有关文法。 


b) 分析生成式的结构。 

由于生成式(句 ， （5), (6) 和 (7) 的左端，在非终结符 S 或 
的左邻为终结符，因此在任何以^开始的派生过程中未运用生成 
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式 (2) 之前不能运用他们。次运用生成式 ( i) 和1汝送 
M 生成式(2)，有 

a^a n (BGy ( 的 > 1 ) 

由于 WOBC)" 中没有 c 了，不能再运用生成式 (1) 或〔2)。此时只能 
运用生成式 (3) 或 (4) 。生成式 (3) 将非终结符刀和 G 位置互换，生 
成式 (4) 将非终结符五换为终结符6。运用了生成式 (4) 后才可运 
用生成式 (S) 或 （6), 他们分别将非终绪符 B 和 C? 换为终结符6 
和 h 此时，宇符 串为： 

a^i l ca (i^n) 

其中 a 是由 S 和 C 组成，五的数目为《— t? 的数目为《—!1。 

如果中至少有一个在以 Vca 的派生中只能运用 
生成式 (3) 或 (7), 因为 (3) 只能改变五和 C7 的次序， （7) 只能将非 
终结符 G 改为终钴符〜所以不管怎样交替运用生成式 (3) 或(7八 
^中的非终结符 B 始终不能消失，因此不能得到由终结符组成的 
串。 


如果 i = h 此时 串为： 

I 

a n b m ea 

其中《由《-1个 G 组成。此时，的派生中只能运用生 
成 (7) 式了，重复使用生成:<7)式就得终结符串 a^ 0 

8-22 构造右线性文法，使它产生被3整除的非负数^画出 
对应的有限自动机的状态留。 

解 一 个数被3整除当且仅当它的各倥数字之和是3的倍 

数。为了方便起见，允许一个数可以以0开始，即允许有024, 
00 B 709 等数。 

我们将 {0, 1，2,…， 9} 划分为三个集合，3, 6, 9>, 
^^{1, 4, 7}, 戽={2, 5, 8}。鸡中数字可被3整除中数宇 
被3除余1, A 中数字被3除余 2 。 抅造右线性文法《=({馬， 
屯烏}，{0, 1, 2,3, 4, 5, m 9 h 尸』 Mo), 其中 P 为: 

JJ ； 广 >1, >4, ^7j 


■ 4 ds * 


Mq -">3 J ? q ^ R ^ — So — >9_ Z ? o , 

Rq — R^ — >4J?jaj J?o~^7-Kaj _Ro — 
i ^ o — JSor -^ SiJi , 

11^ 一 . Ri - 

丑 i - J 3 j _ — ■ Ki — TJJq , H ± — 

丑 J 2 jl ― > Slt 公 y 

>0^2^ Rsr~>SR2, -Ra - ^6-Baj Hz^Rs, 

R2 ^a ~ Ji ^ ~ >*7 Rx ， 及® ~^25 loj 
iJar^S^Oj JBs — ^8i?o。 

由生成式可知 ，从及 开始派生的较均能被 3 整除，从爲开始 
-派生的数被3除余1,从开始派生的数被 S 除余2。文法 ff 产 
生被3整除的非负数。例如数523281的派生过 程为： 

B 卢 5 只卢 5211 产 52SJJa=^ 5282iJo-^ 52H28R±=^ 523281 

文法 ff 对应的有限自动机的状态图如图 8-24 所示。 


0,3»6»9 



8-83 a ) 构造一个左线性文法使 i(A) = {：Wh>0；h 
b ) 构造一个右线性文法私，便 L { 0 S ) - U{c"N 

•«&、 



>1}. 【 8-2_(4 )】 

解 a ) V Tf P , a ), V ^{ a , A } ? 仇 1}。 

■ P ; cr ― < x -^ > j 40 j A . — > j 4.0 j JL -^1。 

b) G^= V Tj P, <7X V n ={ct, B r C} y V^ = {a fi b t c}, 
P : cr ™>« 民 B — bB , B—bj a -^ c ,, a ^ cO , O -^ cO ^ 0-^ c 0 

8-3* 设 文法沒 的生成式的形式都是和%其 
中為 B 6 F ^ < p ^ V % 0 试征<?产生的语言能 S 右线性文法产 
生 。 【卜2肩】 

' 证明设文法为 G ^( F & r r ， 兄4，其中⑽ 
… ，铷>。 构造新文法 (r_k n 令 v f r=v Tj 

& f 的生成 式集， 根据 g 的生成式集 p 构造。 

^)对尸中彤为的生成式，如果少是一个终结 
符，那么在 p ' 中保持不变。 

^ b ) 如果 P 中有生成式 q > = ^ it ^ a ho 在沒'中増加新 
非终结符爲，私，…， B 卜 lt 将生成式改 写力： 2— 

--"j Sp .^ a^o 

e ) 如果 P 中有生成式炉=&以,…心，在*?'中增加 
新非终结符 …， a ^ lo 将生成式6; 九,… & y /改 写为： 

A-^b^Q^y ， . 、 Otc-2—^b^O^Xj 

这样构造的新 文法％ 有且 a 是右线性文 
法 o 

例如 A}, {0, 1}, P, cr ), 其中 P: 0^10, 

cr— 02, A-^OIA, 乂 —1 。构造 ({<r. A, B, O}, {0, 1} ? P\ 
订），其中 P’ : cr-^0, B-^0 f a-^)A 7 A->00 7 0-^lA 7 A~> 

lo a 为右线性文法，且 r(G')=i ： (G0, 

a -26 给定正则文法 ( V ^ V T? P , <7) , 其中 V ^ = { a , 
A sy , v T - { o , l }, 生成式集 p 为： 

(1) o '— Oa ^ (2) cr —1 儿 

(3) A->0<y, (4) A—>JB, 

(5) B^Ocr^ (6) 丑 —02, 
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⑺ a -^0, ⑻ 

(9) A ^0 } (10) (11) B —0。 

描述 L (&\ 并写出 00110100011 的派生过程 „ 

解 构造接受的有限状态接收器 为：亚 =( 仏 ， 足 
{0, 1}, 5, { cr }，{ G }), 其中5为： _ 

8(^ 0) ― O}, d(cr, 1) ={^-j O} 

3 ( 牟 0 )={< x , O }, & (牟 1 ) ^ ^ Q } 

' 6( B , ^ O } 

它的状态图如图 8-25 所示。 

令这€‘{0』1}%由状态图可知』 

当输入串是 a 0 时，血可处于状态 
A 当输入串是1或 《01 时， ilf 可处 
于状态為当输入串是11或《 011 
时, M 可处于状 态』。 当 I 处于状 
态 B 时，只有输入宇母0时才能离 
开状态五而到达状态 A 2或终态 
。0 因此，当输入串含有三个以上 
连续的1,必被财拒绝，当输入串含有连续的1的个数不超过两 
个时,能被淤接受。 i ( ff )- X ( af )-{ a >| a > e (0, 1) + 且^0中不包 

含三个以上连续的1}。 

00110100011的派生过 程为： 

<1 )⑴ <2) ⑷ （ 5) <2) 

iX^^G-^OOiT^OOlA^OOllB^OOllOcr^OOllOlA 

<3> 0) (1) 

■^OOllOlOa-^OOiiOlOOo^OOilOlOOOcr 

( 2 ) ( 10 ) 

^0011010001^=^00110100011 

8 26给出一个产生语言£一{如卜€{0, 1}* 且 co 不含有两 

个 相邻的 1} 的正则文法 。 【心 1(6)1 

解 产生语言 i 的正则文法为仔 = dh {0, Ih 尺 d 

其中户为：（^― < x —^ 0 f < x ^ 0 < t 3 * y — A -^ 0 < r ^ A -^ 0 o 
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接受 t 的有限状态接 收器奴 的状态阌如图 S ~26 所示。 

& 27给出一个产生语言 i — 
{^ 0 / [ ^ e { o ； in 的上下文有关文 
法。 tS -2 . (7) J 

解产生语言£的上下文有 
关文法为 & =({< r t A }, {0, 1}, 
c }, 其中 P 为： a —>00, 

< r —>11^ a ■— KWOj A -^ 

OaO , A —00, A -^ ll 0 

8-26 



图 

G ^({ cr , A f V 7 O 

其中 P 为： 

(1) u -^ ABO , 

(3) AB ~> 1 AE 7 

(6) BO -^ OD , 

(9) 0 -> X 7 
(11) MJ—BW 


8 - 28 考察下列 0 型文法: 
B }, {0, 1>, P , < r ) 


(2) ABROAD , 
(4) AB ^ X f 
( 6 ) 

(8) : El—IE ， 
(10) BG ^ BOO , 


(12) OB^BO 
描述并写出 011 OO 11 O 的派生过程。 
M 该文法产生的语 言为： 


(13) 

[8-2, (8)] 


L(Gf) = {o^ca|o>€ {0, 1}*} 
01100110 的派生过 程为： 

(1) ⑼ (10) <3) 

a ^ABC^0AJ)G=¥0Amo^0lA EOO 

(7) (11) (12) (3) 


⑺ ( S ) (11) 

=^011^0 J ： 10=^011 J .01 EO^OU A 01 BIO 

(13) (1 S > (2) 

^ 011 A 0 BllC ^ 0 UAB 011 C ^ 011 QCAlX)llO 


( 6 ) ( 6 ) < 6 > 
^0n0A0DUO^0110A01DW=^0110A011DO 
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<10> (13) (13) 

^ OllOAOUBOO ^ OUOAOXBlOO^OllOAOBliOO , 


(12) (4) (9) 

与 oi lo^poiioa^oiiooi ioa=^oi ioouo 


由上述派生过程 可知： （1) 式右端 A 及 7 中的 2忍用来 产生宇 
符串^ > o ) 中左边的叫 a 用来产生右边的0。 （2) 式和 (3) 式分别 
用来产生左边 w 中的0和 h 如果产生0，同时消去非终结符足 
产生终结符 i > 来标志;如果产生私同时消去非终结符戽产生终 


结符五来 标志。 （5) 式和 (6) 式使 _ D 右移。 （7) 式和 (8) 式使丑右 
移。 （10) 式和 (11) 式用来产生右边 a 中相应的 .0 和 h 同时消去 
D 或: E ; 恢复非终结符 B 。（12) 式和(13> 式使力左移。⑷式和 
(9) 式在派生得到字符串后，用来消去和 <7,从而得 
到终结符串 

8-89 构造有限状态机血反尽广仏 ff 山其中汉- 
R = { 0 , 1 , 2, 3}，对于 有 rOO =^^)+ Ti (0, 这里 

如果是0或2， 

其它， 





和 


w ( i ) 



如果 W -2) 是1或8, 

其它。 

如果令 s (_ l ) ^ s (0)^ Q r 确定 r ( l ) 和 r (2)。 【[3. (1)】 

解由 r (*) 的定义可知 f r ⑷由 KP 2) 和 s ( f _ l ) 决定，因 


此，机器应有记忆2>(# — 1) 的功能。 M 有四个状态：益, 
足 G Z )。 他们与 1) 的关系如表 8-6 所示。 


表 16 


状 态 

1 

A 

B 

G 

D 

s —2)s(f — 2 ) 

10, 12, 30 , 32 , 

00 , 02 f 20, 22 

11, 13 ^ 31, 33 

01 , 03 ^ 21, 23 

• 

i 


有限状态机财的状态图如图 8-27 所示。 


对图 8-27 说明一下。如果机器处于状态次即 sQ - - 
1)=10, 12, 30或32。当输入字母为0, 则： 一2> ( f - l) a 
(0- 100, 120, 300或320。他们的后两位是 W , 20,机器见转 
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向状态瓦由于5(彡一1)是0或 I 由 于…一 2) 是1或 


0/2, 2/2 



2+0 = 2。 


Sj n(t) = 1 ， T(t) ~M(t) + 

因此，在状态图中 

有其余依此类推。 
当 S (_： L )= S (0)=0 时， 

即取忍为初态， r ( l ) =77 X (1) 
+ w ( l )=2+0 = 2 o 当 s ( l ) 
3时 ， r (2) = m (2) + 
w (2) =0+0 = 0 0 当 s ( l ) —Oj 

2 时 j t (2) 。怖 （2) 十 》 t (2)= 


8-30 设 ® = K 对于汶中每一符号 s 和 f 中每一串 

A 定义圮(。）-0> 中 a 出现的 次数。 给出转换陚值机 
IB ,/, 見公) 的状态图，对于输入串％它的最终输出 是：. 

T 故 (&(w)+ 现 ( ① ) 一 S 況 ♦))mod5 

求激励是⑽ &c 的 响应。 [8-3. (2)] 

解由初等数论知道， r 的取值有0, 1, 2, 3和4共五种，需 



，494， 


图8^28 


要五个状态分别表示，他们为釣，奶，办，？3和❼。由于 （2) mofW 
= ( 一 3〕 mod 5 = 2, 故而，输入串 w 和 o / 的最终输出 r 和 〆 有关 


系式: 



( r 4- l)mod 5 , u / = o>o 
( y +2) mod 5, = o>b 或 = 


OP, 01 





<b> 

图 8-29 
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转换賦值机 见 的状态 m 如图 S 〜28 所苯 D 澈励是 aUoobaabe 
的晌应为] 302412302 。 

8^31已知有限状态机的状态图，如图 8- 29 ( a ) ， （ b ) 和 0) 所 
示，写出相应的状态表。 【8-3 . (3) 】 

解图 849( a ), ( b ), ( o ) 所示的有限伏态机的状态表分别 
如表 8-7( a ), ( b ), ⑷所示。 


表科 



00 

01 

10 

11 

00 

A 

A 

A 

B 

B 

B 

B 

A 

C 

C 

01 

C 

C 

A 

D 


11 

D 

T> 

A 

A 

A 

10 


( a ) 



0 1 


A 

B 

G 

D 

S 



1 


a 


a 


0 


l 


0 


0 

A 

l 


0 


1 


(0 


8-32 给定有限状态机的状态表如表 8- S ( a ) 和 ( b ) 所示，画 
出相应的状态图。 [8-3. (4) 】 

解状态表如表8-8(心和00所示的有限状态机的状态图分 
别如图 8.80( a ) 和 ( b 〕 所示。 

8-33 设计一台有限自动机，它的输入是若干个以宇母 Z 分 
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隔的符号串，这些符号串由字母 A 6, c 组成。要求它的输出能记 
录输入中符号串的数目以及对应每个符号串中第一个字母所在的 
位置。 

M 令输出由字母0和1组成，在每一个符号串的第一个字 
母处输出1,其它输出均为0,1的位置对应每个符号串中第一个 
字母所在的位置，1的数目对应符号串的数目。该有限自动机需 
要两个状态如和？办是初态，它表示输入的前一个字母是 I 。 

表示输入的前一个字母是 A &或〜因此，有限状态机从状态 
办转 向狀态 h 时应输出1，其它情况下输出均为0。它的状态表 
如表 8-9 所示,状态图如图 8-31 所承。 

对应输入 X XaeXXhccaXcXa 的输 出为; 00100010000101。 

状态转换为： . 
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8-9 


e 


X 



b 







■ 

— 


QQ| 



X /0 



圉 S -31 

X/0 X/0 a/1 c/0 X/0 X/Q 5/1 

ffo ^ 一 >go — >go — >gi ——— >g<> —— >go —— 

V 。 c/O fl/O X/O c/l X/O a/l , 

——— >gi — >go — > g ± — 

设计宇母表办上的一个转换器，它能复制全 
部《和6,将 C 改为 A d 改为6直到读入连续两个 d 的第二个为 
止，将这第二个 d 改为 A 输入带上以后读入的各符号都改为 c s 
解先看 一 个例子。如果输入为 abcdcahdibcai , 字母从左到 
右输入机器。输出为 aSMoa&ft 卽 c 從。它需要三个状态^办为初 
态,必记录已经读入一个4办记录已经读入两个连续 d。 状态表 


go 

Qi 


表 8-10 


a 

b 

c 

d 

咖 a 

^o> ^ 


qi> * 

\ 

的 ， 6 

♦ ♦ • ♦ 

QOf a 

办 a 

g 3r c 

_ ■ 

办 c 

g 2 , e 

g 2 〆 


， Ja ， bfb、cle 


a / c ^ bfc . c / cyd/c 



aiajijb >c/a 


图 8-33 



如表 6 KL 0 所示，状态图如图 8-32 所示。 

8^39设见是 n 个状态的有限状态机。如果有一个激励将 
M 从犾态 g r 转向状态 l i 明必存在一个长度小于九的激励，使 
M 从状态仍转向状态如 [3-3. ( B )] 

证明对于 ft 个状态的有限状态机的状态图，如果将每一状 
态看为一个_点，它就是具有《个结点的有向图。如果有激励能 
将 I 从状态&转向状态1表示在有向图中，从公所对应的结点 
到对土的结点之间存在有向路。由图论可知，必存在长度 
的从2/所对应的结点到 S 所对应的结点的有向路，该有向路中 
各有向弧所标记的输入字母所组成的字，就是使 M 使狀态办转 
向状态？且长度<«的激励。 

8-96 设计一台有限状态机其中£^月= 汍 1}: 当输入 
串中有三个连续的0或1时,它输出1，其它均输出0 。 【SI (6)】 

解分析一下财所需要的状态。一个初态，用4表承。 

个状态表示输入串中已含有三个 
连续0或三个连续1,用 P 表忝， 

F 为终态。输入串还可含有一个 
0,—个总两个连续0,两个连续 
1,还需要四个狀态，分别用札 
o , D t E 表示。状态 S 表示在转 
入该状态之前的最新输入中恰含 
有一个0；状态 C 表示在转入该 
状态之前的最新输入中恰含有商 
个连续的0;状态 D 表示在转入 
该状态之前的最新输入中恰含有 
一个1;状态丑表示在转入该状态 
之前的最新输入中恰含有两个连 
续的1。显然，状态牟軋 i >, 

五的输出为1状态 F 的输出为 
K 有限状态机 at 的状态图如图 
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8^3 所示。 

8^87设计一个二进制加法器。 

解如杲输入的两个二进制数分别有⑽位和 n 位。如果 
饰，则其和将有机位或 M + 1 位。我们把输入的两个数都扩充为 



•o ，】 )/i(0, d/o,<i t o)/i> 

图 8-34 


m + l 位，这只荽在髙位部分分别添加一个 0 和饥+土一抑个 0 就 
可 e 例如要执行10110+101，分别将10110和101扩充为010110 





*500* 


图 S - S 5 


和00010:1。输入由低位开始，遂位输入。输入由二元组表示，它 
有四种可能： （0, 0), (0, 1)， （1, 0) 或 （1, 1)。南个二进制位相 
加，其和可为0或1,进位可为0或1。和位，及进位 C 由表 &-U 
所示。因此，我们需要两个状态你和如，分别表示进位和 
其和 S 就是输出„二进制加法器的状态图如图 8-34 所示, 
初态为 SW 

对于10110+101的运算过程如图 S - 35所示，图中箭号表汞 

当时的输入符号，箭号旁的宇母表示机器 M 所处的状态。图 
8-36 ( g ) 的末行给出和为 0 JL 1011 。 

8^88设计一台有限状态机，其中汉={七 5}, 当且仅当输入 
符号串中包含两个连续的 a 或苘个连续的&时。输出为1，否则输 
出为0。 【3_3.(7)】 

解类似于 8-30 题的分析可得该有限状态机的状态图如 
图 8-36 所示 • 

8-39 给定有限状态机 I ： l 和其状态图分别如图 8-37 
( a ) 和 （ b ) 所示。证明： 

a ) 当且仅当输入串是能被3整除的二进制数时，有限状态机 

输出为1,其它为0。 

b ) 当旦仅当输入串是能 
4整除的二进制数时，有限状态 
机龙 3 输出为1,其它为0。 

【8-3 -⑻1 

证明 a ) —个数被3除，余 
数有三种： 0, 1和 2 。我们分别 
用三种状态5和 f ? 表示:，状 
态 i 输出1,其它状态输出0。输 
入是 {0, 1} 上的符号車，设已有 
输入串 o >€ d iy y oy 的数值大 
小记为如果再输入宇母0,则 
输入串 V 的数值大小 图 us 
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记为 〆 ， W 相当于将 M 左移一位，故数值扩大为原来的二倍， V - 
加。如果再输入字母1, o ^^ oyl , W 相当于将0左移一位再加1, 
0 / = 2a^\-l o 

如果机器 Jtf ： L 处于状态下一输入宇母是 
0, ^-20-3(2^), 仍处于状态4。下一输入宇母是1, 

2«+1=-3(2*0+1, Jtf：t 转向状态召。 

如果机器展1处于状态5, 0=貼+1。下一输入字母是0, 
^ = 2 a = 3(2 J )+2, Mi 转向状态 C 。 下一输入宇母是1, a f ^2 a^r 
1=3(2^+1), M x 转向状态 i 。 

如果机器1^处于状态 O , o - S *+2 0 下一输入宇母是0, 
a t = 2 a = Z {2 h + l )^- l > 转向状态另。下一输入字母是1, 
2 rt+l = 3(2 i + l )- h 2, 仍处于状态0。 

因此，当且仅当输入串能被3整除时，输出1。 
b ) 与 a ) 的讨论类似。状态4表示输入串被4整除；状态5 
衷示输入串_ 4除佘数为1; 状态0 表示输入串被4除余数为 S ; 
状态表示输入串被4除余数为 2 C 状态 i 输出1,其状态输 

出0。 

给定有限状态机』)，它的状态 
图如围8-朋所示。 

n ) 求状态2的01110的后继以及可接受状态序列。 
b ) 求状 态五的 100101的后继以及可接受状态序列 Q 
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…验证： 

010), 110) =f(A, 010110) 
h(f(A, 010), 110) 010110) 

d ) 求见对 于激励 010110 的响应。 

b ) 构造一台与 I 相似的转换賦值机，并求它对于激猶 
010110的响应。 【 SHL ⑴】 

解岣由图 8-38 可知： 

4 

A 

2 的 OHIO 的后继状态是可接受状态序列是 AECABB,, 

b ) @为 

的 100101 的后继状态是 C 7, 可接受状态序列是 jEWT ) 及 MX ?。 

c ) 因为 

j^Xe^o Xd -Xo Xa Xe 

f(A, 010 ) 由 D ， f(D, 110) f(A, 010110) 

故而 f { f { A 3 0 m ), HO )-/(^, 010110) , 

又因为 

h(f(A, 010), 110) ^h(D r 110) -h^fdD, 110)) ^k{E) 
h(A M 010110)-A(/(A 010110))-A(JSf) 


所以， h(J(A, 010) , 110) ^h{A t 010110) 

因为状态 4 的 010110 的可接受状态序列是么五 CZ>OAE?, 
故而对于激励010110的响应为你 c<Ic 您。 

«) 与況相似的转换賦疸机见产（兑反反/, 1仍)，其中: 

Q = ^3 37=2 

S = ：{0^ b f c f d } e } 

/: J ( A ,0)^ E ) 

/(A 0)-D,f(S, 1)=B 
SiO, 0) =D t f(C f 1)^A 

fCA 0)-^/(^ 1)=^0 

/(^ 0) f(E, 1) 

Si ff(A> oy^e, g(A, t) = b 

g(B, 0)=d, g(B r l)=b 
g{o } OX g(O f l)-« 

■ si D * °) g(JK i 卜 c 



证明先证 0 { q “ co ^>) 
对进行归纳证明 > 



n= 


V * 它的状态图如图 8-39 

所示。对于激励010110的响 
应为 ecdcae 0 

对于有限状态机 

取』证明 

0( q r axp ) 

= 0(/(^, a>) J <p) 

其中是 W 的申了后继， o>, 

炉 es ' iK ®、 ■⑶】 
0(/〔队 w ), 炉） 


当 IW =1 时 W 是一个输入字母屯由输出函数 o 的定义 有: 

0{ g h 娜、=0(^{队 

在上式中将公换为任肅状态& 也有: 
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0(q, coa)-=0(f(q r ai), a) 

设 k 卜* 时，上式成立。 

当 | p | = A ： + l 时，令* = 〆 《，其中 j/j 

0(q^ o>g>)=^0(q [t <^q> f a) = 0(/ (q l7 娜 ') ， a) 

— Oififigjj a >), g >), o ) 

= 0 if{m ^)-0(^ q/d) 

= 0(f(q If oy)^ <p) 

设是的的中一后继，即 q - fili , 小)』有 

I 

♦ 

0{q y oi<p) ^=0(f(q I} o^)=0(qi, 知沪） 

-0(f(q fj 和 r>) ， t/r), to>), g>) 

^0( f ( q f co ), < p ) 

8^42 给定有限状态机血 = (Q, A 尽 /, A 办)，它的状态 


图如图 8-40 所示。 

a) 求状态办的 aabba 的后 
继以及可接受状态序列。 

b) 求状态办的 bbaaba 饱 

后继以及可接受状态序列 
o ) 验证： 

f(f ( 沒2 , aba) , aba) 

— / (g 3j abaaba) 

&ba) t aba) 

= g(ga if abaaba) 
d) 求 itf 对于激励 abaaba 
的响应 o 


b/l 以 1 



图 ^40 


e) 构造一台与 M 相似的状态赋值机，并求它对于激励 


abaaba 的响应。 

解 a) 由图8~40可知: 


【 W. (3 ) 】 


a a b b <% 

ff 2 —gs ->ffi -^ q^qi — 

g s 的 aabba 的后继是办,可接受状态序列为： 


- &0 S - 



b ) 因为 

b b a a b a 
?3 —办 — ^> g ± -- ►ffa 

? 3 的 bhaaba 的后潘是办，可接受状态序列为： 

o ) f ( f ( qs , aba ), aba ) aba ) obaaba )^ 

因为 5(/(? s ， aba ), aid ) ^ g(qu 

< 

= ai ) f «) =?(?3, a )=-0 

g(q^ abaaba) -=g(f (§ 2 > 戊 haab) ， a) =9(^3, cs )^=0 

所以 9 ( f ( Q2 , aba ) — g ( qs ^ abaaba ) 

a ) 因为 

a/O 6/1 a/O a/O b/1 a/Q 

qi - >qi - > q a —>^s — >?i - > > g fl 

故对于激励 abaaba 的晌应为010010。 

e ) 与苽相似的状态赋值机 

M t ^( Q Bf { a t b }, {0, 1}^ f g> h , iq ±> r 0 » 

其中 r 0 e {0, 1}, 

Qj=^Qxis= ： {<^ J oy ? ^q± r iy, 0^ t>, 

< ff 3 j 0>, <? 3j 1» 

表 8-12 给出由 Jf 的转换所构造的相应的状态陚值机中的转 
换。 因此的状态函数 /* 定 义为： 

/,«<?!, o >, “队 M < a ^ 0>, 6) = 1> 

/•(< ffi , 0>, /*(<队 1>, b ) = iq ±, 1> 

/0>, a )—<^ 0>, /*(<心0>』 6) -1> 

/•(<此 a ) =〈殳 aj 0>, /*(<化 1 >j &) = 〈化 1> 

M < Ss 3 a 、 二 H /<«?3, 0>, 6) - < q 3 , 1> 

1>, 0>, M < g 3 , l \ 6) =<化 1> 

Jtf , 的输出函数 ft 定义 为： 

— 0, A(<^ij 1»=-1 

— H <^ o » - o , k « s 2r i»-i 
K ( q Zf 0>)=0, h { iq Af 1»-1 

苽,的状态图如图 8-41 所承。如以0>为初态，激励 畑鈿的 

■ 
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私 12 


_ _ M m 

«qu 0 >, 0 > ^ 0} 7 0 > 

1>, ^> 《处; 0>，0> 

«?1, 0>, 0> «^ 7 1> 
«^ 1>, 1> 1>, 1> 

«ffa> 0>, 0> -> «^ ? 0>, 0> 
1>, 1> «g 3 , t>> ? o> 

«^ 0>, 0>i <^ aj 1>, 1> 
«? 2 ? 1 >, 1 > ^ <^ 2 , 1 >, 1 > 
0), 0> ^ «^1, 0> ? 0> 
H >， l>-i 0>3 0> 

«?3, 0), 0> ^ <(^ 1>, 1> 

_ I* 

5 ... 1 

«办，1> 少 jj — «^ 3 ； 1>, 1> 

，-. • - f. ? 1 r:".n . 





8-48 构造一台与图 8— t 2 ( a ) 相似的转换陚值机。【84•⑷ 1 
解所需的转換賦值机如图8-42(印所汞。 



… Cb) 

s 

图 3-43 


8-44 设 JU ； 是与给定的转换陚值机 I * 相似的状态陚值机, 
对于同一激励,的吶应比的响应多一首字母，请对稍作 
修改,使他们的响应相同。 ' 【8-4. (5)】 

m 瘀札也1妇态泊对应双，的初态僉将 g , 的输出作为首 
宇母,然后连接上 ilf * 对某一激励的响应就得到 I ,对于同一激励 

P • 

的响应,这样保证了财,和对于同一激励的响应 相同。 

♦ 

♦ ♦ 

8-45 给定有限状态机见办和办是两个状态。如果办上叫 

I | 

♦ 

•p 

且对所有输入字母，有/(队幻〜 ( 办， 3), 那么％ 如 

【84.(1)】 

无+ i 

证明用反证法。如果办~%则存在宇 h 且 

0{ q ^ < p ) 丰 0(^ ❸。 令炉= «&>, 5是一输入字母， \ a > \ ' 

因为 0( 知史） =0( q ^ so >) ^0( f ( g ^ s ), <^) 

0(q bj q>) -0(? bj so>) ^0(f(q 1fJ s), o>) 

故而 0(/(^ s )， ca ) ¥-0( f ( q h? s ), t *>> 

. . . * * . . 

fe 

即 /(?0, «) 


与假设矛盾，因此， 

8-48 证明： 如果有限自动机有 n 个状态，其中则 
存在一个整数便得 i \ = P 。 【8- 5. (2)】 

证明 设有限自动机 I 的状态集*3={以，…，心}。如果 
Pf {{〜 h …，办}},显然， PpPo 故而如果划分八 
中元素数目 >2,裉据有限自动机 M 的简化过輕，由 Pi 可得 
的加细匕。如果则 iP ? l >| Pi | H - l >3 0 如果 PdP 心 
则|朽|>|巧|+1>4。依次类推，如果巧 +1 #\ | P (+ i |>| P*l 

+ l >^+2 0 另外，我们知道 n 个状态集合 Q 的最细划分是每一划 

\ 

分块由一个状态构成，即 iPi+ilS IQI =%有— 
2。因此，对于任意有限自动机 Jf ， 如果它有 n 个状态，必有 A < 
n — 总使 

8-47 试简化(如果有可能)转换賦值机好，它的吠态表如表 
8-13 所示。 【 S -5. (4) 1 



表 

0 

B -13 

l 

«0 

0 

外 0 


外 o 

1 

5 9 

0 

公 T，1 

S3 

57, 0 

咚 ， 1 

Si 

Szy 0 

s 9? 0 

st 

% o 

幻， o 


匈 ，0 

办， 1 

矣 1 

Sa } 0 

Sjf 1 


s a ， 0 

^< 3 > i 


解 Pl ^{ Uo r 34, S S } } Oi , S 2 , s 3j *0, « TJ Ss }} 

ad {sij » aj Se , Ss }, { s aj & T » 

P&={{s 0f {3i, Se>^ {^}, {sj}} 

F ± ={{s 0 } ? {s 山 {s c >> {si y s & }, {s s > J {sj, {ss}, {$?» 
P ^={{^ o} t fe }, {Slh K >； { Sfi >. { Si}j { s :}} 
因此 , M 不能簡化。 
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解 Pi ^ Hso , ST >, {* i , { s &}} 

{ s s , s 0j StJj {$ lf s 3 , sjj { s & }} 

{Ssj Se> # {s^} f {s lf S 4 }, {s $ }} 

- P*-P 

- P ： {| o }> se >, { st }, bi f s 3/ s 4 } f {sj 

把中的 新名: 」， k o ? 4 e 

簡化机 JT 所对应的状态表如表 8-15 所示， JT 的狀态图如图 
8- 43所示。 


表 8-15 



a 

b 

c 

d 

A 

D t 1 

By 0 

A 1 

Dy 1 

B 

A 1 

Ay 0 

n 


s, 1 

C 

A1 

1 

0 

A 1 

尽 1 

D 

B t 0 

尾 i 

Dy 1 

D > 0 

B 

B f 1 

尽 1 

AO 

G t 0 


状态 so , 打在 的不同等价类中有： 

( a ) 状态％打的 VD 后继必须在 Pa 的不同等价类中，故 

只能取 S ( l )=^, s 7 — 


8-48 简化转換賦值机它的状态表如表844所不。 

画出简化机的状态图，对 f 状态如*求出有不同响应的激 

励。 【8〜 5. (5)】 

表 8-14 


° 


A 




! *^办 ?! '%^#如 


llllloll 

, 1. J% T'J 1% 9 
e? i? cf^''^c?A 


o 


%^ % ^^^如^ 


T > - r. tr T t 

i?5!s, ^cr^^q 
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阁 8-43 


( b ) 状态5 4 ,3 5 的3(2)后继必须在 Pa 的不同等价类中，故只 

d/o d/o 

能取 〆 2 ) = d, S 4 ― S C — 衫 r 。 

( o ) 状态％知必须有不同的输出，可取 S ⑶或 

g(u. a)=0, g(s 〜 a) ^h 〆 〜 b)^l } g(s^ b) ™0 ； ^)^0, 

g { s 7 , d ) *1 0 因而，使冲， 打有 不同响应的激励是； o > x =-^^ 或 
= 或叫=孤^。 

对于 0 >：L = cM®j 有 

d /1 d /0 a/O 

So -► 衣 4 - >5* -^ 5 3j 

d/1 d/0 tf/1 

s 7 - >s B -- > s i> 


响应为 100 i 
响应为 101 tt 


对于 0 > 3 =^沿，有 

d/1 d/0 VI 

So - > s ^ - ~ > «4- > f 5, 

d/1 d/0 &/0 

$7 - > S 5 - >$1 - > Ss 9 


对于 6> 3 = dd < i , 有 

d /1 d/i) d/o 

Sq - > S4 - >S4 - 





d/0 


St 


d/1 

" ^ 5 p , 


响应为 ioi » 
响应为100。 

响应为 100 t 
响应为 10 i g 


* dtt * 



M 9 证明，如果 A — 兄则 \ P \> M 0 [心5,〔6)】 

证明因为故而由 s — 16题可知， \ F W \ 
>| P fc j + l >*+2。 而 | Pl >| P t+1 | ，故 \ P ]> k -\^ 0 

8^0给定有限状态接收器況 -( Q , & S , J , i 0 的状态囵: 

， 气.一 



a I 


图 S-46 


分别写出 Q ， hi , i ? v 说明他们是确定的还是不确定的。 


解 a) Q-{A, B t O r D} 

s - io ^ i > 

/- u > 


【8匕 a )】 



S(A, 0) = {B}, d(A, 1) ^ {!)} 

S(B f 0)^{0} f 8(S 7 1) - {^> 

s 说 o)={d>, sea i)= m 
d(B f 0 卜 {Jh S(2>, 1) ^ {0} 

它是确定的。 

b ) Q ^ {Soj Sa } 

S -{0^ 1} 

J = { so ^ 

= Sa } 

S ( S 0 , 0) = { s 9 }^ 5( s 0j 1) = {«!> 

3(s Xj 0) - {Si}, d(s Xj , 1) -{Sst} 

Sfsii, 0) ^{s a }, 8 ($2, 1) = {so} 

它是确定的。 

e) Q^{A, B f O y D} 

S^{a, b} 

I^{A, D} 

F-{G} 

b(A, a)^{A r B}, S(^ b)^{G} 

S (見 a) -{£}, S(^-&) = {A, B } O} 

KO , «)={0}, 8((^ 1)=0 

5( 认 a)=0， S(D, b) O} 

它是不确定的 ^ 

8^51 构造一台有限状态接收器 at ， 它只接受 a 的数 g 能被 
4整除的由《，&组成的串。 

解 M 需要四个状态，这 四个狀 态分别表示输入串中的数 
目被4除，其余数为0, 1, 2 和3。财的状态 M 如图 3-47 所示。 

8-62 分别写出图8-48，图8^9有限状态接收器接受的语 
言。 tB-6. (2)] 

解 L ( i / i ) - {0*1, 0*01 S J } (,fl 4-48) 
i (3/ a ) - {1(00) *1} (图 M 9) 


.« f 3 * 


图 8-40 


8^63构造一台弯限状态接收器 itf , 输入符号为 e * 和\它只 
接受由 a 和 i 组成的串且 a 的数目是偶数而&的数目可以被 S 除 
尽。 « 


解该有限状态接收器及所对应的状态图如图 8-50 所示 



设 M ^( Q , S , 8 t I 7 朽是，台有限状态接收器，则存 
在一个 S 型文 法仏使 L ( Q -) 由 L ( M ) 0 【 ㈣ •(旬 1 

证明 - 构造一个右线性文法使/」((?）= 7」(尨)。 

令 <?= ( Fl Fr , P , D 1 ), 其中 |^ =汉。 

(1) 当 I 只包含一个状态 J ={&} 时，则 cr ; 叫弘 P 
这样来 构造： 

a ) 若 8 (B, a) ={久0 3 ,…， C K } t M P 中含有生成式： 

B-^aG% 3 B^-oGsj **-j B—aC^ 

b ) 若 Ges 〔 s ，《) 且则 p 中含有生成式， 

J 5 ― ^£& 

c ) 若则 p 中含有生成式： 

cr-^X 

(2) 当 J 包含多个状态时/增加一个不在 Q 中的字 母七作 

为沒的初始符, V ^ Q[){^} a P 的构造与上面类似，同时再增加 
生成式： <7— 这里盔 

由上述方法构造的文法，由于包含生成式 ^ A t 还不是右线 
性文法 & 我们可以删去生成式 cr ->4 且在剩下的生成式中 ，将所 
有出现在生成式左端的初态 I 用 g 代替。代替后，如果生成式右 
端还有本则保留车端为2的原生成式。 

下面证明 

® ^GL( 0 ) f 切 = 05 必… 在 X ( G 0 中有某个非 

终结符序列 " Si , 及 Jr ) 使 O * … . 

办■抑 p ， 即有生成式： Si —•■*, 

由 JP 的构造可知，取£ aCn ), 

Bed(B k . u 办）且 Be 

F 。即 a 的 o>- 后继在终态集 JT 中〆 e L(M) C 

设则户中含有生成式 I (\ F ^ 
0 f k^L(M ) 0 

综上所述，有 


i«?) &L(Jir) 




设泌 #% 匈 .“ 咖 €[ao, 即 灯的化 后继在尸中，于 

考存在状态序列 or, CL Q^l, 使得 <316 3(^ «!>, 

QjjGSfQij <$ 2 )^ mr * r Q^€ ^4€ S(Qfc-i,iiO 且 ^ ■€ 及。 

所以， J 3 中有生成式： ^— Q^>g^2j QjB^sr^^-iQi(-it 
Qfc-i->^ 0 因此， 


4 … =^ Jia 2 … Cfjf 一 iQfc 一 i 
^& ia ^ t - a k _ 1 a ] t J 0)6 £(0) 

如杲切 = h € i (AT), 贝! jaeF , If ) F ^ 0 , P 中有生成式 cr— 

K 入 eAGO。 


综上所述，有 

L ( M ) ^ L ( G ) 


因此 L (&)~ L { M ) 

8-S5 对于图 8-61 所示的有限状态接收器构造文法化 



图 8-51 


【8~6■⑷】 

/ 解， 

{ 0 , I>, P, A ), 其中 P 
为： 

A-^lA f A->lG r K 

B -^ IB , 
B ^ IO , B^l 


: C ^ OO f O ^ IB , 0 ^> 0 r G ->1 

8~« 给定正则文法 5}> {0, 1}, 其中 

I 

P: 

< r ^! A , A -^ IB , B -^1 B , £^0< r f 

试描述 i(G) 并给出接受该语言的有限状态接收锞。 【H(5)】 
解接受该语言的有限状态接收 
器为 M = {{ a , A J B , O }, {0, 1>, S, M, {O}}, 其中 S 为： 

8(<r, 1) ^{A} t 8 (<f^ 0)=0 


«01 O * 


8(^ 1) - S ( A r O )^0 

8( B , 0>-{^ C } f 8( B r ^ 

S(p f 0)-0, S(0, 1)-0 

8 67 设 F = 6}, 写出下列正则表达式所对应的正则集。 


S \ R t = a ^ a t 


R ^ R ^ ab t { RiR ^) * = («6)* 


解 M x ^ {a} 
{ 6 } 


- Ri-Bi ^ I 1} = ^ i ) + 

— { ab n jw ^ O } — H % Sf % 

= - { Z > g n | = S^x 

{^| i >0 >U | j >0} 

^ {« S } = _5 ^Sa 

1 fiAy -{( aby \ n > o } 

描述下列正则表达式： 


s x niu 



( 0 + 1 )' (0 + 1 )* 00 ( 0 + 1 >* 


(1+10)% (0+ i .) (1+10)* 

(0 十 l)mi, 0*1*2% 00*11*22* 


解 

(0+1)" 表眾由 0 和 1 组成的 所有韦 以及空串。 
(0+1广00(0+1)•表示由0和1组成的串，其中至少有两个 
0连接在 一起。 

因为 ( l +10) b(l + 10)( l +10) … （1+10), 是以 1 开始，中 

' - ■-、 - * 

W 

间没有两个0相邻，故而 （i+ior 表示空串及以1开始，中间没有 
两个0相邻由0和1组成的串。 

* (O+W (1 十 10)* 表示空串及由0和1组成的串且没有两个0 


. »17 - 


相邻。 

( o 十 i )* oil 表眾以 Oil 结尾的由0和1组成的串。 

0*1*2* 表示若干个(可为零个 )0, 接着若干个(:可为零个 ） 苒 
挨着若干个(可为零个 ） 2组成的串。 

表示 OMa 中至少0, 1, 2各出现一次的串。 

8-60 证明集合不是正则集。 

证明用反证法。如果 i ? 是 E 则集，那么存在一台 n 个状态 
的有隈自动机 ^ L ( M )^ R 0 令 S = 0^^ s ± s ^& R , 

令紅 I , 那么乃 = 

㈣ )、 I - h + lh - hh 必须是一个平方数。两个相邻平方数之 
差乃+广乃=如是一个常数。但我们知道, ㈤ 一 ㈣ 一1 


可以无限增大,产生矛盾,所以丑不是正则集。 

8^0给定正则表达式 J2=01M>1, 构造一台有限自动机 




解 有限自动机血的构造过程如图 8-62 所示，其中图8~52 
(a), (b) 表示分解过程，图 S.52(c), (d ) 表汞消去转换过程^ 



• S18* 


图 8-53 


6-61 找出正则表达式 （(《&)“(《)• + - •所对应的有限自动 


解构造有限自动机的过程如图心53所汞 # 



a 


<h) (c) 

图 8-53 

8~6»给定图灵机 r , 带字母表仉 t 忒玛，状态集 

^ g 4 , q ^}, q ± 为初态。程序为 E 

(1) 0 A r 

(2) q^. b b r q Gj 

(3) q 2 B B t g 2 , 

(4) ■ 0 0 r ff 2j 

( 5 ) Sa i B l g 如 


> 01 *. 



(6) 3 l gs t 

( 7 ) 0 0 l 

(8) A A t q Sr 

(9) q , 0 0 l ?4j 、 

(10) A A r q± t 

( 11 ) B B r q Gt 

( 12 ) 办 b h r 如 0 

描述该图灵机对于输入为 OOJh OOOU , 00111 的工作过程，分析 
图灵机的功能。 

解输入为 OOU 的工作过程如下： 

I 

…… 

I 

s=> … &20U … 

♦ ♦ 

4… bA0\.lib u ^ 

I 

i 

*bA0Hlbb** m 

玲 • • -bAOBlbi*^ 

Qt s 

i 产 

身 … bAOBlbb^ 

<h 

\ 

s±^ ■ - ^bAABlbb*^ 

♦ ♦ 

I ♦ 

. i . 

4 … bAABlbi •“ 

5a 

lr 

玲 … &AARB6& … 

«g 

i 

t=^***bAABBbi m ^ 


• 820 , 




4 … 




<h 


号 … bAABBbb- 

gs 

I 

♦ ■•bAABBbb- 

^8 
i 

*^bAAT$Bbh* 


输入为 000:11 的工作过程如下, 

gi 

I 

… 6(k)011S“. 

办 

I 

{Ta 

I 

岭 … & 」 X)6ll6 … 




兮 …&^40011&« 

_ 

3a 

l 

冷 … 6ji00516* 

q l 

今 "6^400516. 

34 

今 ■■MOOJ516. 


Ql 


今 •♦ WOOBiS •料 

Qt 

i 

^ -bAAOBlb*^ 


Qa 


今 ■ _6 A40B1J … 



I 

as 

i 

^-^bAAOBBb-^ 

^^-bAAOSBb*^ 




今 " bAAQBBb … 

gi 

I 

^*-bAAOB£i^^ 

i 

今 ^bAAABBb*^ 

■5a 

I 

… bAA 丄 BBb … 

^ 9 ^bAAABBb m ** 


输入为 00111 的工作过程 如下: 

Qi 

i 

… 6601116 … 


33 


540111&-- 

i 

与…&乂0111&… 

4* 

玲 … 6^0SU& … 




wsr ， 


今 …& AfiSXU^ 


I 

bAjLBilb … 

Ss 

i 

与 … bAA^Blb.” 

Qi 

i 

4 … bAABSli^** 

’ 士 

- t 

^=^ m **hA^A.SB^-b~** 

由上述三个工作过程分析可知，当且仅当输入为妒1"(»：1) 
时，图灵机 y 在状态办停机,输出为 A ^ 3 将宇母0, 1分别换为 
A b 9 如果输入不是0"1”肘，将在其他状态停机且输出中可能字 
母2的数目超过宇母万时数目或者可能包含宇母1,因此，如果 
确定 办为正 常停机状态，则该图灵机能接受 {0,1} 上所有形为 
< Ti " 的串而拒绝其它串。 
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第九章纠错码初步 

A 内容提要 


1通讯模 型和纠错的基本概念 

通讯系统模型 一 个典型的通讯系统模型如图 9-1 所沄。信 
源可以是人或机器，它输出信号 S, 3可以是连续波形也可以是离散 
的信号序列。信源编码器将 S 转换为二进‘数据信道编码器 
将 m 转换为更长的二进制码 C, 增添了校验位。调制器将 C 的每一 
位转换为正脉冲或负脉冲，脉冲信号適过信道传送至接收方的解 
调器，传送途中受噪声干扰。解调器将接收的脉冲信号转换为接 
收序列 n 它由 A .1 组成。信道译码器试图纠正 r 中的传送错误, 
产生 C 的估值 y 并将/ 转轶为 m 的估值信源译码器将 
转换为信号 S 的估值，并送至用户。 

码，码字，码元任一个由宇母0, 1组成的字符串称为字。由 



用户 



信浪 


信道 



译码囍 


译码器 



解遇器 




图 0-1 


一些宇 组成的集合称为码。码中的宇称为码字 o 不在码中的字称 
为废码(非痒码)，码字中的每一个字母0或1称为码元。 

宇长字中_0和1的数目之和称为字长。宇长为 n 的不同字 
有#个，他们分别是 n 立方的顶点。两个字中不同字母的个数恰等 
于从一个字出发沿着&立方的棱到另一个字所经过的最少棱数。 

2线性分组码的纠错能力 

码上运算 ㊉ 令扎是所有长度为《的二进制串组成的集合， 

对于 Z = 与 F …女 n € I 有 = 其中 

1 =叫+沾（1<6<抑)， 这里运算“+”是楫模 2 和。 

群码札的任一子集4如果«?, ㊉ 〉 是群，称码0是臀码。 
海明距对于 X — 与 Y z 和 F 中 

对应位字母不同的个数称为海明距，记为即 

丑( X , Y )-±( a >^) 

极小距码 o 中所有不同码宇的海明距的板/』、值 称七码 o 

的极小距，记为‘“00,即 ^ 

^fnin(^) = mm jS {X r ¥) 

最小距离译码准则给定码 G 设接收字为叉\在0中找一, 
个码字使丑( X , X ')是与0中所有码字海明距的扱小 
值，即 

3(X, X f )^rnmS(r, X，) 

我们将译为码宇 x , 这种铎码准则称为最小距离译码准则。 

走理 &-2.1 代数系统〈見， ㊉ > 是群， po …0是幺元> 

、■ V M * 

ft • 

定埋9-3,2设 X ， F , /€心有 ” 

a) H{X, X)= 0 ^ % . 

b) H{X t FJ-SCF, X)^ r..' 
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c ) J ?( X , F )+^( r , Z )> H ( X f 幻。 

定理 9-2.3 码 C 能査出个错误的充要条件是 

d m in(C7〉>A 十 1 

| 

定理 12.4 码 O 能纠 A 个错的充要条件是 

d m i n (G) 


3 诲明码 

线性分组码码宇长度相同且校验位是信息位线性函数的码 
称为线性分组码。码字长 t 有 m 位信息位的线性分组码称为 
线性分组码。 ■' 

海明砰能纠单错的线性分组码称为海明码。 

码字的霣* 码字工 中所含1的个数，称为1的重量，记为 
W ( X ), 

一致校验矩阵给定群码 

茂一 { ZjX ■丑 r =0} 

矩阵丑称为沒的一致校验矩阵， S 称为由 H 产生的 群码。 

♦ ♦ ♦ 

定理1对于两个码字 I 和 F , 有 

H(X, Y) =H{X@Y 9 0 ) ^W(X®Y) 

其中0=00…0,称为零码字。 

定理 13.3 群码中非零码字的最小重量等于此群码的最 
小距。 

定理 9-5.3 设丑是阶矩阵， X 是 n 位二进 
制串，那么集合 

^-{X|X-^-0> 

对于运算 ㊉ 构成群，即谷是群码，其中1_(吻，％,…，私)是码 
宇 X 对应的向量 a 

定理 9-3.4 —致校验矩阵丑产生一个重量为0的码字的 
充要条件是在丑中存在？个列向置，他们的和为 t 

推论由 S 产生的群码中非枣妈字的最小重暈等于矩陴丑 
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中刿向量和为 ft 的最少列数 a 


4查表译码法 

查表译码法给定海明码 A 码字长％信息位长 你， 校验位 
讯。査表译码法可如下 进行： 

a) 将 C 中所有码字组成第一行，零码宇作为首项。 ^ 

b) 构造所有陪集 e , ㊉ O , e n ® 0 , 分别组成第二 

行，第三行广、第扣 +i 行，使得陪集 e t ® 0 中元素 

与元素 q 在同一列。 

0) 如果 = 译码表构造完毕。 

如杲0>%十1,取一个不在0中且也不在已有陪集中的字 z, 
构造陪集 2 ㊉ G 使元素3㊉办与 q 在同一列，以此类推，直 至浐个 
陪集全部构造好，译码表就构造结車。 

如果接收宇为它在纟行 i 列，那么I，的发送字为％旦 
<行首项元素中字母1的所在位就是传送过稈中的出错位，这种 
译码方法称为査表译码法。 

例给定 (6, 3) 线性分组码： 

a-{oooooo, ooioii, oioioi, oimo, 
loom, iOLioo, 110010 , iiiooi) 

‘ 它的译码表如表 9 _1 所示。表9_ 2 给出了几个接收字以及他们相 
应的发送字以及出错位。 


表 H 


. (h 

000000 

001011 」 

moioi 

011110 


fipn^SI 

110010 

111001 


100000 

101011 , 

110101 

I111110] 

000111 


010010 

011001 


010000 ! 

011011 

oooiox 

001110 

110111 

111100 

100010 

101001 

^3©0; 

001000 

ooooii 

oinoi 

1 

01011a 

lomi 

: 100100 

111010 

110001 

C4©Cr 

000100 

001111 

Q1000] 

onaio 

100011 

101000 

110110 

111101 

e G ec ： 

000010 

fooioaii 

010111 

oiiioo 

100101 

101110 

'110000 

111011 

_c: 


00!010 

010100 

. 0,11111 

100110 

101101 

110011 

111000 

000110® G: 


001101 

010011 

011000 



110100 

111111 

1 li 
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000110 

101100 

111110 


011110 


5 生成矩阵 

生成矩 ft 给定群码 




如果 矩阵丑 以标准形式给出，即 


H = d J ,) 


hXn 


其中 m 是信息位位数, A 是校验位拉数， 

♦ • 

( 穿11 … qim\ 

: :I 

… 


Ik 




展开为方程形 式得: 


+ . • * + + An +1 = 0 


即 


*»+1 = ^tL^l + …+ 

功穿 ai®l + …+ gan®f» 


十- H 


添加 m 个方 程得: 
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« 供 + J = ff 21®1+ … 


L 9 kl ® i + …+办《疋1« 

令 X r = ww &? m ， 则有 

X=X f a 

其中 , 0^(1^ u 嘛 

称为生成矩阵。如果将： r 取通 DO …0, 00…1,…，11…1，就 

9» fn 

可得2^个码字。 

由一致校验矩阵丑与生成矩阵任的形式可知，他们是—— 
对应的。 


6循环码 

循环码 给定一个 m ) 线性分组码氏 m 
码 元向右循环移位一次所得字 c„ c：l 办… 如 杲也是码字， 称 s 为 
循环码 # 

由循环码定义可知，当 C l( J a … 匕是码 字时，下面的字都是码字: 

_ 

CjCa* GA … 。 n-SC^-l ， G-lCftCdsCn-^ … 』 （ JflOs … 

码多项式 给定循环码&将码字与一个 
(» — 1) 次多项式相对应，即 

0(a/) = pi+c^H -+ e n -^~ 2 + cy 1 

称 O 0) 为码多项式。 

码字 O 右移 i 位所得码字的妈多项式等于多项 
式 Z +1 除 WOO ) 的余式。特别当^的次数时 jUO) 
就是码多项式 # 

定理 8-6.1 在一个㈦循环码中，存在且只存在一个 
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W ) 次的码多项式 ： 

⑷ =1+ 十 … + 办 — „ 

使任一个次数 1) 次的多项式为码多项式的充要条件 
是 (70) 为汉 0) 的倍式 。沒 ㈤ 称为生成多项式，它的次数为% 
最髙项与最低项的系数为1,对应码字为1仍办…％-- 1 。 

定理 9-6.2 —个 ( n — m ) 取多項式反 (>) 是某一个 (11, 仰）循 

环码的生成多项式的充要条件为 30) 整除#+1。 

I • 


B 选题例解 

例睡 9-1 校验位是信息位的重复的码称为重 k 码。分析 
(2, 1) 重复码 {00, 11>, (3, 1) 重复码 {000, 111} 的检错、纠错能 

力。对于一般 1) 重复码，结果怎样？ 

,分析编码的检错、纠错能力可由码宇与度码之间的海明距 
运用最小距离译码准则得到。 

解 字长为2的二进制串有00, 01, 10和 il , 对应( 2 , 1) 重 
复码 {00,11} 的废码为{01，10}。如罘在信息传送过程中只有一 
位出错，例如00, 11分别在第一位，第二位出错，变成10; 00, 11 
分别在第二位，第一位出错，变成01,如图 9-2( a ) 所示，他们都成 
为废码，因此能检查出一位错。但收到度码后不能确定是由哪个 
码字错了哪位形成的，不能纠一位错。如果在传送过程中产生二 
位错，那么00变成11, 11变成00,本能检査出二位错。掘此， 
(2, 1) 重复码是检1码。 

宇长为3的二进制串有000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 
111 Q 对应 (3, : L ) 重复码 {000, 111} 的废码根据他们的重量可分为 
两个集合礼 ={001, 010， 100} 和札 = {011, 101, 110}。码字 

000出了一位错，得到的废 码在私中； 出了二位错,得到的废码在 
么中。码字111出了一位错』得到的废码在札中；出了二位错, 
得到的废码在氏中，如图 9-2( b ) 所示。总之，出了一位或二位 
错，得到的都是废码。但出了三位错，码宇000变成码宇11总码 


宇 nil 变成码字 000, 因批能检*出二位错。~裉据最小距禽译码 
准则，如果接收字在^^中,应认为是由于 0TO 出了一位错形成的, 
而不能认为是由于 ill 出了二位错形成的，应该译为码字000。同 

理接收字在&中，应译为码宇111,能纠一位错。 （3, : u 重复码是 
检2纠1码。 


100 110 



图 9-2 


同样分折可得 t ( n , 1) 重复码能检 ( n —1) 错。当 n 是奇数时, 
能纠位错。当 n 是偶数时 5 能纠 位错。 

运用内容提要2中定理9-2.3和定理 9-2,4 也可得同样结 

论。 ... 

例睡9_2给定了一个字长为4的码，以每秒传送100个码 
字的速度传送。如果一位出错的概率为3 , lx 比较该码以及 
增加一位奇(偁)校验位后出错漏査的差错率。 

分析应求出两种情况下出现一个错宇的平均周期。前者锖 
宇是指一位发生错误，后者是指二位发生错误，因为奇（偶)校验位 
能查出一位错^ 

解 一 位出错概率为不出错概率为 （1 一 3.1 X 
字长为4的码宇，出错一位的概 率为： ’ 

0. 1 x 10~ 5 ) (1-3.lx 10™ 5 ) 3 ^sl.21x 10- 4 
因为每秒传送100个码字，假设在$秒内平均遇到一个错宇，则 
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®X100X1.21X10^ 4 -1 


秒 

这表示码字在无抗干扰能力下，平均 S3 秒遇到一个错字。 

增加了一位奇(偁)校验位，出现一位错能发现，出现二位错不 
能发现。此时，每个码宇长度为6,从而传输速率降低为： 

100>：. = 80码字/秒 

出现二位错误的概 率为： 



(3 t iXlQ- & ) a Cl-3,lxlO^) 3 ^9.61XlO^ 


假设在夕秒内平均遇到一个错字，则 

^><80x9.61 xlO-»=l 

秒 d5 夭 

平均15天才会遇到一个错字,大大降低了码宇的差错率。 

例理94设有五位信息数字 h 以％ &和化要求构成能 
纠一位错误的线性分组码。 【9-3.00】 

分析首先应考虑组成一个纠1码必须增加多少位校验位, 
我们知道校验位的位数由相应的一致校验矩阵的构造决定，下面 
先从一致校验矩阵丑的构造着手。 

解设为了构成纠1码必须增加 A 位校验位,每一码宇形为 

X^ cxc^ e 3 g 4 o^ Oe-Qo+h 

' ® 盧位 J 

i 位校验位与 5 位信息位之间有如下关系式： 

办 O = ^nCi 4 -空 ^e_a +ffoOa + g**C4+ 

' ^6{0, 1>, 1<3<5) 

令 3 =-{Q 

( ffn …\ 

:: 

伽 ••• 2kS Ax5 
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那么,任一码字 Z 就满足方程 

X^H T = 0 

由于该码能糾1错，由定理&-3.4的推论可知，矩阵丑中必 

须没有零列向量。也没有两个相同的列向量 & 耳的列向量是 A 维 
的，由0和1组成的 A 维列向量共有 2 fc 个：（0』0,… ， 0尸，（0, 
0,1)\ …… 』 （1, 1,…， l ) r 0 由于 H 中列向董均不相同且 
无零列向量，即矩阵 Q 的列向量中不能出现零列向量和单位阵 A 
中 A 个单位列向童： （ i ， o , … ,0)' ( OAr -^ Vr - AO ^^. i )^ 
因此/ Q 的5个列向量可从所有 2* 个列向量中除去零列向貴及 
个单位列向量中选取，即要求5与 A 满足不 等式： 沪一1-匕使 
上式满足的最小 ft = 4。 因此，由5位 信息位 构成纠1码至 少要增 
加4位校验位，即构成 (9, 5) 线性分组码。 

现取 A = 2*—1— 企=2 4 —1 — 4 = 11。在11个不同的四维列 

向量中选琨5个列向量，共有邶2神选择方案，即有462 

个不同的能纠1错的 5) 线性分组码。 

下面一些矩阵都是^ 5) 线性分组码的一致校验矩阵 * 

( 001011000 \ 
0101003 00 
100110010 
111000001 / 






olioioool 

例想 9_4 对于例题 9"3 中的^一致校验矩阵 丑1 构造对应的 

生成矩阵队并写出汛 5 )线性分组码。 ^ 

分析对应丑1的方程组为 

由它可将校验位表示为儐息位的线性函数,添加五个方程： 


a5 X = ®j, ― a> a , <a 4 =x^ ®b=®5 

这样就可求得生成 矩阵任 1 。 

解 Hi 对应的矩阵方程为 



0 1 

6»1 a a ^ »& ^0 ^ i 0 

1 0 


0 

0=0 

0 


0 10 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 / 


对应的方程组为: 


访 a 




£ B 2 + a ?4 +®7 

a；i +庄4 十两 +^8 


0 

0 

0 

0 




添加五个方程且将校验位表眾为信息位的线性函数得 * 


iDl —®1 

卸= 

J&7 — a?a 
< tQ = 5 Ci 


茁 3 




Xz 




+ a ?4 


- h ®4 + ®ff 


矩阵形 式为： 

(p >2 (t 2 * a j »5 吻竹吻物） 

100000011 




^sKj. CG^ *3 


因此,生成矩阵: 


010000 xot 

ooloolool 

000100110 

ooooiioio^ 




10000 0 011 
010000101 
aoiooiooi 
oooiooilo 
000011010 


(9, 5) 线性分组码如表 9-3 所示 a 

例醒04构造一个码，使它的非零码字的最小重量 不等干 
该码的最小距。 

分析由内容提要3中定理可知，群码中非零码宇的 
最小重量等于该码的最小距，所以构造的码必须不是群码。码字 
的重量由码字中码元1的数 H 决定，码字的距离由两码字中不同 
码元的数目决定，所以存在非零码字最小重量大于最小距的码，电 
存在非萼码字暈小重量小于最小距的码9 
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解码(^={0111， 1111}, 码字最小重量3大于码字最小距 

码仏-{0011，1100}，码字最小重量2小于码字最小距4 
例题8劣給定 (7, 3) 线性分组码,它的校验位与信息位满足 
方程^ 


a;*—o?i-ha3 fl 

= Xa + X a 
350="怎1 + 2^+怎 a 

La?7 — t£Ps 


CD 


求它的生成矩阵。说明该码也是循坯码，构造各码字并求生成多 
项式，写出生成多项式与码多项式之间的关系式。 

分析构造出生成矩阵及各码字，可以看出各码字可由一码 
字经循环右移得到》写出对应的码多项式，其中次数最低的非零 
多项式就是生成多项式。生成多项式与码多项式之间的关系式可 
由码字之间循环右移的次数得到， 

解添加 -^ 三个方程，得到方程组的矩 

阵形式为： 



生成矩阵仔为: 



根据方程组可得 (7, 3) 线性分组码，如表 9-4 所承, 
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各码字之间循环右移的关系 如下： 

Oa ~^ Oq —► C7 Cs O4 ~^ ~^ ^3 


所以该码是循环码 * 

各个码多项式为： 

0^ s >) =0 

G ⑷ =P+ ； c 4 +/la? e 

>= a; 4- a? 3 + a; 4 -h a? 5 

0 4 (; c ) a ； + *f as 3 H - 

<7 & (疋） —l+£D S +#+® fl 
O e (^) — 1+ ； 15 3 + 忠 3 + 访 4 

C 7 (z) =1 + £C-J-^ 4 + ® 6 

C ? 8 » l + iC + iC a + 

生成多项式夕⑷各码多项式与 〆 aO 的关系式为: 

Oj. (a?) * 

O e ( as ) « 〆 》) 

0x0 

O s ((^) =a^g(£t) 

0 & {x) ^^g(a>) f (mod(a； 7 +1)) 
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6\(a?) ^afg{ai) > (mod(rc 7 H- 1)) 

C & (x) =- o^g (cc) ^ (mod(^+l)) 

O a (x) =a^g(x ), (mod (a > 7 十 1 〉 ） 

例睡 7 证明宇长为 4 的循环码只有一个，并将它构造出 
来。 

分析 循环码由生成多项式决定，甶内容提要6中定理 
9-6.2 可知，宇长为4的循环码的生成多项式应是0+1的因式， 
我们先分解多项式 d 十1,证弭它只有一个因式。 

证明 注意到多项式因式分解中的如法是模2和，就有 

(^ + l ) a (^> fl + l ) — -f 1) 4 

因此，生成多项式只有一个==$ + 1。 

由内容提要6中定理 9-6.1 可知，三次码多项式 0(0 是 

㈣ 的倍式， 

0( x ) = (1 + a ?) 

=饥0+ (饥 o +啊)怎 + ( 怖 i + 饰 

所以,码长为4的循环码为(4, 3) 循环縛，如表 9-5 所示。该8个 
码字组成 四组： ^-{0000}, ^-{1111}, ^-{0101, 1010}, S 4 

-{0011,0110,1100, 1001}, 每组中码字相互可经循环移位得到。 

表94 



mm 


■ 

■ 

■ 

_ 

HHnBI 

mm 



■ 

B 



■ 




























■ 














n 


1 HH 

■ 

■ 

■HI 


例匾 B -8 证明(％ w _ l ) 循环码是偶校验码。 
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分析 m _ i ) 循环码中任一码宇有以一1)位信息位/一位 
校验位。耍证明它是偶校验码，只要证明每一码宇中含有偶数个 
1即可。码字由码多项式决定:码多项式是生成多项式的倍式，应 
先分析伟 一 1) 循环码的生成多项式的形式。 

证明（％抑一1)循环码的生成多项式及 0) 的疼数为 

71— (71 — 1) = 1 次 

又是 #+1 的因式，故 

= 1 +® 

码宇 O 对应的码多项式 Ob ) 是1 的倍式，有 

0 { x ) = (7^0+饥谈 + 饥33? 3 +… (1 + ®) 

I 

= 7 Jlo+ ( 衍 0 十吨〕十 a? s 十 ” ■ 

+ 价 n - a )0 _3 + 叫- 〆 ， 1 

故码字 O=7no ( 饥 o + 饥 J) ( 怖 :1 + ms) … (vi n _ 3 + tj 2 b _ s ) m n _ 3 

各码元之 和为： 

+ (mi + m 2 ) H - h C^-a+^n-a) +^ n _a 

-0 

o 中含有偶数个 i ， 校验培是倍息位的模 2 和，故 ( n , ^-1) 循环码 
是偶校验码。 

▼ 

C 习题与解 

81构造所有长度为2的二进制编码。找出能检查出单错 
的编码。是否存在能纠正单错的编码，为什么？ 【9-1. C 0 J 

解长度为2的二进制串有四个 ： 00, 01，10, 11。长度为2 
的二进制编码有2 4 —1 = 15个。 

^ 1 ={ 00 >, 0 ^={ 01 }, a s ={ioy f a 4 ={ii>, = {oo, oi>, 

- {00, 10}, O 7 ={00, 11} ， a s ={01 } lOf, C7 ft ={01, 11}, O, 0 
- {10, 11}, 0^ = {00, 01, 10}, C^={00, 01, 11}, 

{ 00 , 10 , 11 }, C^iOl^ 10 , 11 }, ( 7 ± ,= { 00 , 01 , 10 , 11 >. 

由于 0^, a 这四码个中 K 有一个码字 ，任一位出错 
得到的都是废码，因此这四个码都能纠错。 


O 〜 a G ，G w ，G u> On 的海明距为 1, 不 
能检査出单错。 

码的海明距为 2， 能査出单错，不能纠単错 ^ 

9-2 写出下列单词的五 单位电 传码和3:4 码： CHINA , 
SHANGHAI 。 【 a -1 ‘ （2) 】 

解 ，英文字母的五单位电传码和 3:4 码可见离散数学 >( 上 
海科学技术文献出版社，19的，9)一书第 39 T 页，我们得五单位电 
传码为： 

01110001010110000110110000011010100001011100000110010110 

oioiiiooooiiooooiii 0 

3:4码为： 

looiiooioiooioiiiooooioioiooooiioioioioioooioioioioiooio 

P 

ooiioioioioiooiiooooiioiooioooiioiomMooioioooi 。 

»-3群计数码是先将传送的信息中码元“1”的数目用二进制 
数字表示，然后把此二进制数作为校验位，放在信息位后面，组成 
一个码字。如10111中有四个 “1' 4的二进制为100,故 iom 
变为码字10111100,写出所有信息位长五位所对应的群计数码， 
并说明群计数码能检单错,不能纠单错^ 

解 由于信息位长五位，至多含有五个“1”，故需增加三位校 
验位，该码如表 9-6 所示。 

如果信息位中有一位出错，改变了信息位决“1”的数目，与校 
验位表示的二进制数不符，是废码。如果校验位中有一位出措，同 
样出错后校验位表示的二进制数与信息位中“1”的数 S 不符，是废 
码。所以,群计数码能检单镨。 

码宇00101010在第八倥出错，码字00111011在第四位出错 
均变成废码00101011,所以不能纠单错。 

9-4 给定三个信息位匕％ A 与两个校验位 C 4, %他们满 
足等式： 

Ci + h + + — 0 

写出重量均为2的所有码宇,讨论它的检错纠错能力* 
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解该码如表 9-7 麻示。 



由表 9-7 可知，该码的最小距为 A 能检单错不能纠单错 c 这 
种码的每个码字，其五个码元中，码元“1”占二位，码元“0”占三位， 
称为2:3码，电传码中每个码宇有三个 “1' 四个“0”，是与它类似 
的码。 

9-5 已知宇母0, 1正确传送的概率是 试求： 

a ) CHINA 的五单位电传码只在前三位出错的概率； 

b) 0HINA 的五单位电传玛有一位出错的概率。【 9-1. ( 3 )】 
解玉单位电传码中每个宇母用五位二进制表承，故 OHINA 

的五单位电传码长 25 位。 

. a ) 前三位出错的 概率： 

(1-0,93) s * <0,98)^^6.13x10-* 

b) 有一位出错的 槪率： 

(f)(l 一 {K98)(O.98) W 0O.3O79 

9-6 —个字长十位的码字在传送过程中要求两位出错的概 
率不超过10-%试求宇母正确传送的槪率。 〖9-1.(4)】 
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解设宇母芷确传送的概率为叫学母出错的概率为一％ 
字诠十位的码宇两位出错的概 率为： 

O' 丄-女) 8 。0(丄-％) 

由不等式 (二) #(1 一8女) <10-* 

解得 y<4.7x10' 故字母正确传送的概率 ^>0.9953. 

B -7 给定码 G = {00000, 10001, 01100, 10101}, 试求码 <7 

中任两个码字的海明距和 d miD (C0。 [9-2 , (1)) 

解 H (00000, 10001)=2, J? (00000, 01100) =2 
丑 （00000, 10101) =3, H (10001, 01100) =4 
S (.10001, 10101) - 1 J 3 (01100, 10101) = 3 

.9-8 设 X, ：T, i： 是线性码 a 中三个不同的码宇，写出 

^(X, Y)-^ff(Y s Z) . 

的充要条件,并加以证明。 【9~2.(2)】 

证明令…〜、那么 

M (X^ Y) = (xi ^ y%) 4- (% 十办 ) + ■■*+ ( 怎 B + 岁 rt ) ™ 

S<X, 名 ） = ( 約十0 +(办+办）+… + ( 故"十 A) 

丑 d 艺）= ( 科 + 2i) + 0^+Q) + … +(®f»+£0 

使丑 (毛 Y)^H{Y, Z) * S{X, Z ) 成立的充要条件是对 

每一这有（而十约）十(>4 +為）一叫+〜显然 ， 当尤广為时， 

必须有①产 J/d 当时， 奶 可为任意值。因此上述等式成 
立的充要条件是如杲码与码字2的某一位的码元相同，那 
么码字 F 的该位的码元也与 Z 的对应位的码元相同 a 

9-9 方阵码计算机系统内部各部件之间交换数据常常是 
成块进行,这些数据排成方阵，我们对每一行，每一列都配上一位 


[注]和式中两个栝弧式之间的“+”是普通加号，每个括孤式内的“+”是模2和* 
以下同. 
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奇(偶)校验位，送种码称为方阵码。以 字长为 5的10个码宇为一 
组，如表 9- 8所示,分析它的检锴，纠错能力6 


表 



1 

2 


5 

0 

7 字 3 

9 

10 

组偶校验 

11 

低位 q 

0 

o 

1 

1 

0 

1 

1 

D 

1 

1 

0 

<?3 

1 

D 

1 

1 

0 

o 

1 

1 

0 

1 

0 

.句 

1 

D 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

^4 

■1 

1 

3 

0 

0 

0 

0 

1 

o 

1 


离位 ^6 

1 

1 

1 

1 

D 

1 

0 

6 

0 

1 


码字偁校验位 以 ’ 

1 

O 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

I 


解该数据组共有 6 X 11 = 66 位，其中信息位为 5 x 10=60, 
校验位为16位 。用吻 表示 i 行 j 列的数。 

(1) 一位出错如你 7 出错，由0变成1,那么第三行中“1”的 
数目由偁数(句变成奇数 (7), 第七列中“1”的数目由偶数⑻变成 
奇数(3)。出错位就在“1”的数目为奇数的行和列的相交处，因此, 
可以纠1错。 

(2) 两位出错 

a ) 两位出错位在同一行(列)，该行(列）的“1”的数目奇偶桂 
不变，而这两个出错位所在的两列(行)，改变了“1”的数目的奇偶 
性，由偶变竒。例如吻7出错，第三行仍含俏数个1,第四 、七 
列含有奇数个1,能检2错。但由于如，伽出错，也只改变第四、 
七列的竒偶性，不能纠2错。 

b ) 两位出错位不在同一行也不在同一列。例如出 
错，那么第二，三行与第四、七列要改变“1”的数目的奇偶性，能检 
2 错。但是, am 与出错，其出错的现象相同，不能糾 2 错。. 

(3) 三位出错 

三个出错位在同一行(:列)，那么该行(列）及出错位所在的 
三列(行）的“彳”的数目由偶变奇，能检3错。 

b ) 两个出错位在同一行(列 h 另一个出错位在另一行(列), 
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那么后一行(列）的 “1” 的数目由偶变奇。再者，如果这三个出错位 
在不同的三列(行)，就有三列(行）的“1”的数目由偶变奇。如果这 
三个出错位中有两位在同一列(行乂另一位在另一列（行)，后一列 
(行）的“1”的数目由偶变奇,能检3错。 . 

0) 三个出错位中任意两个不在同一行也不在同一列，那么就 
有三行及三列的“ X ”的数目由偶变奇,能检 3 错。 

但是， 0 B 9 和三位同时出错，使第一行、第九列的“1”的 
数目由偁变奇，这与—位出错的现象相同，不能纠3错。 

(4) 四位出错 

如果四位出错位的位置恰好组成一矩形』例如 oi 4, 咖， a 冰 
四位出错,各行,各列的“1”的数目未改变奇偁性，不能检4错。 
'总结上述,方阵码的检错与纠错能力如表所示。 


表 


“r% 数目改变奇偶性 

出错位数 

出错位置 

行数 I 

列 数 

I 

1 

1 

出错行与出错列交叉处 

0 

2 ' 



2 


2 


2 

3 ! 



1 

3 



3 

1 

1 1 

1 

3 


3 

S 




910证明字长不超过2々的码不能纠 i 个错^字长不超过 
k 的码不能检 A 个错。 【9-2,（3)】 

证明宇长不超过2〃 的码的极小距不超过 2A, 由定理9-2_4 
可知,不能纠 A 个错。 

字松不超过 A 的码的极小距不超过趴由定理 9-2. 3可知，不 
能检 A 个错^ 

9-11 给定线性码乂如果(4此(60>^ + &’ + 1(&>在)，则码 




C 能査 V 个错且能纠 A 个错。请构造一个能纠单错且能査两个 

错的线性码 D ⑷】 

证明 ( O ) + r +1>* 7 ^1,故 G 能査 r 个错。因为 

k r >h } d m , a (a) 故 <? 能纠* 个错 a 

给定码 {0000, 1111}，其中前三位 办， ％ o 3 是信息位，第 

四位 Q 是校验位，显然^ + <^+(^+4=0,是线性码。_ 

^minC^) =4=l-f2+l 7 i = 1, h f — 2 

能査两个错，纠单错。 

9-12 设 O 是一个线性分组码， 它同时 具有偁数重量和奇数 

重量的码字。证明：偶数重量码字的数目等于奇数重量码字的数 
目。 【^3 ■⑶】 

证明给定线性分组码 A 字长 n 位。任取码宇 

A, B^G 3 A — B 在 bib^b ， 

因为码 C 是线性码， 

ai + « a + …+««=0, / >i + b a + …+ 6„=0 

两式相加得 

(<ii 十 十 + …十（知+# 0 

所以 A^B&C 

线性码中任两个码宇之和也是该码中的码字。 

设码字 Z 与 S 中有 = 显然 

W{A^B) = W{A) ^W(B)-2k 

令 <7中重量为偶数的码宇组成集合 X = …， 重量 

为奇数的码字组成集合••、 r,}. 那么，:^+义， 

…，且对于 有 ' 

IT(r 1 -fX^) = TTCFO-hTTCXO-Sm 

m 是码字^^与工*中同为1的码元的数 g , 累 C 7 i ) 是奇数, 
TT ( U 和 2 m 是偶数， TTC^+ XjO 是奇数。因此， Y t + X u -v 

jo 

同理 Yi^r.e x , j<i Q 

由此可知>=乂码 o 中重量为偶数的码宇数目等于重量为奇 
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数的码字数目 一 

9-13 构造一个包含8位信息位且能糾 ： t 错的线性码。 

解满足—1的£的最小值为需要增加四位 
校验位。 构成一致校验矩阵丑可从长四位的十六个向量中除去 
零向量和四个单位向量还余下的十一个向置中任取八个即可，共 

有^ = 165个。下列都是 (12, 8) 线性分组码的一致校验矩阵。 

/1 1100010100 0V 

_ looiioiioiool 

JT±~ I 

OlOlOlllOOlOl 

\o 01011010001/ 

/1 1101110100 0\ 

^ looiiioioiooj 

5= 010ll0110010| 

\0 0100111000 1 / 

/0 0l01101100 0\ 
011101110100 
110001110010 
\l 0011110000 1/ 

他们对应的 (12, 8) 码从略 D 

9-14 考察一个 (8, 4) 码 A 它的校验位办 a s 满足 
下列方程： 

iZo = 

Cr = ai-h Ca+as 

p 

其 中而， A , %，叫为信息位。求出这个码的一致校验矩阵钲 
明 min TT ( X > =4,且不存在可纠2错的(8, 4) 线性分组码。 

X 中 (t 




卩 -3 •则 


解上述方程可改写为矩阵形式： 

/I 1 1 0 

toil 


(fix < 1 % 04I25 Qj (Bs) 


0 111 
1101 
10 0 0 


0 


0 


0 0 


0010 
\o 0 0 1 


—致校验矩阵为； 

( 1 1 o 1 1 o o oy 
10110100 
1 1 100010 
01110001/ 

矩阵 s 中无零列向量，且任意两个，三个列向量之和不等于零向 

量。而第一、二、六和八列向量之和为零向量,所以， 

min W { X ) —4 

Jf€C 

因为 (A 4) 线性分组码的一致校验矩阵 Jff 为： 

^-(^4 JO 

由于仏 x 中四个列向量都是四维，四维列向量中只有一个列向 
量,其四个分量全为1,所以， ^ 中至少有一个列向量，它的四个 
分量不能全为1,设它为私％ ( h ) T 0 如有 ai = 0 , a ^ a s ^ 
— 5 lj 则 



丑矩阵中和为零的列向量数 <4,即硏不能纠2错。 
9^16写出二致校验矩阵丑 i 
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1 0 0 1 0 0 0 

1 1 0 0 1 0 0 

0 1 1 0 0 1 0 

0 O 1 0 0 0 1 

的 a 3) 码中所有码字，并求出此码中非零码字的最小重量 3 

【9_3 .(4) 】 

解对应5\的（7， 3) 码的校验位句，吻，响』叫与信息位 
a± f as f 之间有关系式： 




ct ^ = ax 
这 5 = 这 1 十勿 

• a ^ = C 6 s 

<X 3) 码如表 9-10 所汞。 


表 9-10 


码 字 

信 

ai 

息 

aa 

位 

«8 

04 

校 

06 

验 

06 




■■ 

0 

■■ 

0 

0 

0 

0 



0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

c s 

i 

0 

1 

mm 

■ 

1 

1 

0 

<k 


0 

1 

l 

0 

1 

0 

1 



1 

_ 

0 

0 

1 

1 

a 

0 

<% 


1 

1 

0 

l 

1 

1 

l 

1 

<h 


1 

1 

■■ 

1 

■ 

l 

mm 



1 

1 

l 

1 

1 

_ 

0 

l 


非零码字的最小重量为 

W ( G ^^ W (0 3 ) ^ W ( G s )^S 

910写出习题 9-13 中一致校验矩阵 H lr 丑 3 和丑 3 所对 
应的生成矩阵。 ^ 

斛 H a 和丑 3 所对应的生成矩阵仏』仏和^为： 


m 560 # 




0 0 
0 0 
0 0 
1 0 
0 1 
0 0 
0 0 
0 0 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
loo 
0 10 
0 0 1 


1 1 
1 0 
1 0 
0 1 
1 1 
1 1 
1 0 
0 1 



lOOOOOOOOOl l 
OlOOoOOOOllO 
001000001100 
000100000101 
000010001001 
000001001111 
OOOOOolOOlll 
0000 00011 110/ 

求出海明码中校验位数不起过信息位数的最小信息位 

敢。 [^3,(5}] 

解信息位长 m 位，校验位长 A 位，他们满足不等式 

且还要求满足最小的 m 等于3。 

»18给定字长 U 位的海明码证明 




• M 1 _ 


_C7) U … U ( 心⑽ 

其中 Ci =*= 0 *- * 010 - 1 恰在第 6 位。 【 9 _ 4 * ( 1)3 

、 f ■，卢 

n 

证明因为海明码 G 能纠单错且它是群码，所以 G 中非零 & 
字的重置而硏 (~) 6舶 。如果 

ej€ e k ®0 (i<i<^l) 

则有使 

X — e/©^^ W (X) -=2 
与 f 7 中非零码字的重量 >3 矛盾。故 

e^GU (>■) U ⑽ O ) U … U (^l ㊉ 

同理可证 

^ OV ( U ( Pi ® G )) 

0 - i 9 给定 a 句码,它的一致校验矩阵是 

/I 1 1 0 1 0 0 \ 

S =| 1 1 0 1 0 1 0 j 
\1 011001 / 

构造译码表』并求接收宇 1000111 , 0110010 和 limn 的发送 
字。 【 94 .( 2 )】 

解该 a 4) 码如表 &-11 所示，译码表如表 9- i 2 所示。接 
收宇 looom , oiiboio , iiiini ! 时发送宇分别为 loooiii , 

表 m 









表 9-12 


000000 。 1 

1 

0001011 

0010101 

0011110 

0100110 

oionoa 

0110011 

omooa 

0000001 : 

0001010 

0010100 

0011111 ! 

0100111 

0101100 

0210010 

DU1001 

0000010 

0001001 1 

0010111 

0011100 

0100100 

0101111 

0110001 

0111010 

0000100 

000X111 

0010001 

0011010 

0100010 

010100 ： 

OllQlli 

0.L11100 

0001000 

0000011 

0011101 

0010110 

01D11.XO 

0100101 

0111011 

OllOOCO 

0010000 

0011011 

00(X)101 

0001110 

oiiono 

on noi 

0100011 

0101000 

0100000 

0101011 

0110101 

011U10 

oooono 

0001101 

0010011 

0011000 


丄 001011 : 

1 

1010101 

1011110 

1100110 

liouoi 

1110011 

imooo 

I10001U 

1001100 

1010010 

1011001 

■ ^ ■■ 

11 wool 

1:101010 

11101CO 

iiiimii 

1000110 

1001X01 

10100U 

1011000 

1100000 

11010,11 

mold 

1111110 

1000101 

1001110 

1010000 

1011011 

1100011 

110100 J 

mono 

milOl 

200001X 

10Q1000 

10X0110 

1011101 

1100101 

1101110 

1110000 

1 1LU011 

1001111 

1000100 

1 

101101C 

晒 

1010001 

1101001 

1 

1100010 

lmioo 

1110111 

J010111 

101UGO 

1000010 

1001001 

1110001 

1111010 

1100100 

1101111 

11D0111 

1101100 

1110010 

1U1001 

lOOOOOt 

1001013 

1010100 

10111U 

0000111 j 

0001100 

/ 

0010010 

0011001 

0100001 

010X010 

QllQlOO 

0111111 


表 9-ia 


oiiooii, iiiliii. 该码只能单纠错， 

9-2 D 给定码 {0000(^ 11111}, 证明它是一个群码并能 

纠两个传送错误。构造译码表，确定接收 
宇为 00101, 01110, 11011,01011 和 11111 的 

发送字。 【9-4.(3)】 

证明因为 

ooooo® 00000 = mil ㊉ iim 

= 00000 so 

ooooo@iiiii=imi ㊉ ooooo 

= mii €0 

由定理 S-4.7 可知, <0, ㊉〉 是群码。‘ in ( C 0 

= 5,可纠2错。译码如表 9-13 所示， 

00101, OHIO, J101.1, 01011 和 11111 的发 

送字分别为 ooooo, mu, mu, lim 和 
111 L 1. 


0000 。 

11111 

00001 

11110 

00010 

11101 

00100 

11011 

oiooo 

loin 

ioooo 

01111 

00011 

11100 

00101 

11010 

01001 

10110 

10001 

oino 

00110 

11001 

• 01010 

10101 

10010 

OU01 

01100 

10011 

1{))00 

own 

1 

11O00 

LX)1,U 


, 553 * 












9 31 考察一个 (8, 4 )码，它的校验位％叫叫 叫 满足下 
列方程： . 

办 = 01 + * 2 ^ +你+ 04 
«6 = fil + ^ J 
07 = <Ja + 

t 

08= tf 3+®4 

构造译码表，并求接收宇为 00011010, 11110000, 10000111的发 
送字。 【化4 ■⑷】 

解译码表如表 9-14 所示，该表的第一行是 ( S ，4) 码的各码 
字。接收字00011010, 11110000, 10000111的发送字分别为 
00011001, 11110000, lOiOOill 。 

9-22 构造出所有字长为6的循环码。 [9-6 , (1) J 

解宇长为6的循环码的生成多项式是 M +1 的因式。由于 

M + 十； c +1 尸 

生成多项式有 

对应汜 (0 的循环码的码多顼 式为： • 

Oi(x) ^ (7710+ + 仰 2 ^+ 叫怎 3 + m^of) (1 + 

—(^+Wi)£t4- 

+ (肌 2 + m 3 )® 3 + ( m s -4 - tha ) 

该循环码如表 9-15 所示。 

对应办⑻的循环码的码多项式为： 

G^(sg) = (mo + m^x {- m^) (l+a? + a? 3 ) 

=饥0+ ( 财^十⑽ l ) 怎 + (怖0+⑽ 1+ 似 a )# 

+ (仰 1十 WV 3 + 饥 3)® 3 + ( Wa 十讯 3)0+ 饥必 5 

该循环码如表9 〜 16所示。 

9 23对于任意正整数02)，证明( ％ n — 1) 循环码中每一 
个码字必含有偶数个\ [^5, ( 2 )} 


*504 - 


表 9-14 


oooooooo 

CK)011001 

00101011 

00110010 

01001110 

[oioioill 

♦ 

anooioi 

01111100 

00000001 

OOOllOCO 

00101010 

00110011 

o:iooiui 

01010110 

01100100 

OlllllQt 

00000010 

00011011 

00101001 

G0110000 

OiOOllDO 

()1010101 

cmooiu 

ommo 

00000100 

OOOU1G1 

ooionu 

conoiio 1 

oioaioio 

0101001] 

OilOOOOi 

01111000 

00001000 

00010001 

ooioooii 

00111010 

01000110 

oiofim 

01101101 

01110100 

00010000 

00001001 

001X1011 

oaioooio 

01011110 

OJOOOlll 1 

0111010 ： 

(11101100 

ooiooooo 

ooiiiooi 

晒 

00001011 

cooiooio 

01101110 

01U0111 

0100010^ 

cjiomoa 


01011001 

01101011 

01110010 

ooooino 

00010111 

ooiooio: 

00111100 

10000000 

10011001 1 

10101011 

10110010 

11001110 

11010111 

maoioi 

liniioo 

00000011 

looonoiai 

00101000 

00110001 

01001101 

oioaoioo 

OHDOllO 

01111X11 

00000110 

00011111 

ooionol 

00110100 

01001000 

01010001 

()1100011 

01111010 

01100000 

011U001 

01001011 

01010010 

00101110 

30100111 

30000101 

ooomoo 

00001010 

00010011 

00100001 

00111000 

01000100 

010H101 

01100111 

01110110 

10100000 

10111001 

10001011 

looiooio 

illOlllO 

11110111 

11000101 

11011100 


10011000 

10101010 

laiioon 

11001111 

1101Q11O 

11100100 

11111101 

00100100 

00111101 

00301111 

XJOlOilO 

01101010 

31110011 

Cl1000001 

01011000 

10001100 

10310101 

10100111 

10111110 

11000010 

11011011 

1110100 ： 

innoooot 

10001101 

10D10100 

10100110 

■iouilll 

11000011 

uonoio 

niaiaoo 

11110001 

10001110 

10010111 

10100101 

10111100 

11000000 

11011001 

1110101 ： 

11110010 

10001000 

10310001 

10100011 

iomoio 

1 

11000110 

11011111 

11101101 

11110100 

10000100 

10011101 

loiomi 

1 

10110110 

♦ ♦ 

11001010 

noioon 

1110000 ： 

11111000 

10011100 

loaooioi 

lOUUill 

laiomo 

11010010 

aooion 

liniooi 

11100000 

10101100 

10110 lm 


lOOOOillJ 

aoomio 

11100010 

11111011 

11001001 

11010000 

11001100 

lioioroi 

11100111 

niimo 

10000010 

iooiion 

LO.101001 

10110000 

00001100 

00010101 1 

晒 

00100111 

oaimio 

01600010 

01011011 

01101001 

01110000 

10001111 

10010110 

10100100 

10111101 

_ 

11000001 

11011000 

1110101.0 

11110011 

10001010 

10010011 

10100001 

'lOlllOOO 

1 

11000100 

11011101 

11101111 

11110110 

11101100 

imoioa 

nooom 

11011I1O 

1 

loiaoaio 

1 

10111011 

L0001001 

10010000 

1000Q110 

10011111 

10101101 

♦ 

10110100 

♦ 

11001000 

11010001 

11100011 

lmioio 

00101100 

00110101 

00000111 

00011110 

01100010 

oiiiuaa 

oiooiooi 1 

oioioooa 

ooooiiai 

00)10100 

00100110 

0O111L11 

01000011 

01011010 

晒 

01101000 

01110001 

10101000 1 

10110001 

10000011 

10011010 

moono 

11111111 

11001101 

11010100 


♦ 59S < 








表 9-16 


_ 

■ 

warn 

■ 

OH 

■ 

wm 

■ 

■ 

H 

■ 

■ 


■ 

— 


D 

■ 

m 

D 

■ 

B 



■ 



■ 

■ 



■ 



HI 










■ 















H 




B 

■ 





■ 

B 



B 

mm 






HI 



■ 

■ 





B 

■ 









■ 




B 










B 

HI 



RH 


■ 





■ 



■ 


■ 







■ 





Wm 


H 




■ 




■ 


H 



II 




■ 

mM 


H 

■ 


■ 

■ 

■ 

■ 

^9 

H 


证明— 1) 循环码的码多项式 ffOc ) 为一次多项式， 

a 

ff(a) «1+® 

由定理 f 6.1 可知,任一码多项式是 1+ a 的倍式，即 

0 ( x ) ― 〈 ^ 0 + 7 > 11 « + “-+ W 卜 a ^- 1 〉(1 + ®) 

(wio+mi)aJ+ … + 0m rt -s+ 饥 1 
十饥 卜 1 

对应的码字为 * 

C? = Wo (Wo+Wi) … （ w^-a + 叫 -1) 饥 1 

其各位 和为： 

?n 0 + Oio+Wa)+ …+ ( 叫 -5 + ^n-i) +m n ^ x ^Q 

故 o 中含有偶数个& 

9-24 对于 (7, 4) 循环码&它的校验位％ e e , ~与信息位 
Cz t C 2j C 3 和 Q 满足下列方程 * 


，瓤 B7, 









讨论它的一致校验矩阵与生成多项式之间的关系。 【9-6, (3)】 

解该 （7, 句循环码的码宇与相应的码多项式如表 9- 17所 


表9~17 


码 字 f 

码多项式 

晒 

OQOOOOO 

0^m0*g{si) 

oooiioi 


0010111 


0011010 

a 2 + V (d?) 


aj+a^+ic 6 — (疋 + #+ 的？〈的 

OIOUIO 

aj+a^+a^+a^^ (: r+jp 3 ) 夕 (a?) 

0110100 

x 十 x 2 (a?) 

0111001 

®+a; a +#+#=** («+a^)^(a?) 

1000110 

1+a?*+a?® « (1+d?+a? a ) 穸 (a?) 

100101a 

1+® 3 + +SJ 6 = (1 + * 十 a? a + 於 ) 〆 句 

1010001 


101110C 

l+jr^+a^+r 4 —(l+*)gr(4!) 

1100101 

l+sB+a^+af®— 〈 1+aS)〆 的 

1101000 

l+aj+ir 3 — 

1110010 

l+aj+^+ac®™ (l^ 2 )g(x) 

imm 

1+3 ； +#+#+ 一 + 鈔 +#« 


它的一致校验矩砗为 



对应的生成矩阵为 


■ 558 _ 



从上表可知，设的四行组成四个码字1000110, 0300011, 
0010111, 000110_1,其对应的码多项式为 + ( x-h 

#+£^)00), ( x a -\-^) g (^) 和这四个码多项式是互相线 
性独立的》 


-W9 
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